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អរម�ក 

   

សួស�ី្របិយ៍ មិត�អ�កសិក្សោជាទី្រសឡាញ់រប់អន !  េសៀវេភែដលអ�កសិក្សោក

េនក�ុងៃដេនះ េយីងខ� ុំអ�កនិពន� និង េរៀបេរៀងបាន្របមូលផ�ុំនូ វលំហត់ល�ៗែផ�កអនុគមន

េកណ្រតចំនួន 102លំហត់យកមកេធ�ីដំេណ្រសយគំខ�ីៗ ែតច្បោស់លស់ ែដ

េធ�ីឲ្យ្របិយ៍មិត�អ�កសិក្សោងយយល់ និងឆាប់ចងចំអំពីល្បិចេដះ្រសយ

ម្យោ៉ងេទៀតលំហត់ទំងេនះសុទ�ែតល�ៗែដលអច និងេចញ្របឡងនានាដូច

ណ៍នានា  ក៏ដូចជាសិស្សពូែក ែដលេនះជាចំណុចទក់ទញក រច របស់េយងីខ�ុំ

េដម្បីេរៀបេរៀង និងេបពុម�ផ្សព�ផ្សោយេសៀវេភេនះេឡ 

 ម្យោ៉ងេទៀតេដីម បីជាជំនួយក�ុងករអនេសៀវេភេនះ េយីងខ�ុំអ�កេរៀបេរៀងប

េសៀវេភេនះជាបីជំពូក ។ ជំពូក១ េយងីខ�ុំបានរំ  លឹក្រទឹស�ីនិងរូបមន�សំខន់ៗែដល្រត

េទេ្របី្របាស់ក�ុងដំេណាះ្រសយលំហត់នជំពូកទ២ ជាក្រមងលំហត់េ្រជសី

ចំនន 102 លំហត់ និង ជំពូកទ៣ ជាែផ�កដំេណាះ្រសយលំហត់ទំង 

 ជាចុងប��ប េយីងខ� ុំអ�កេរៀបេរៀងសង្ឃឹមថា េសៀវេភេនះនឹងអចចូលរួម 

ព្រងឹងចំេណះដឹងនិងព្រងីកករចប់អរម �ណ៍ក� ងវិស័យគណិតវិទ្យោជាក   

 

បាត ដ់ំបង ៃថ�ទី១២ ែខធ�ូ ឆា�ំ ២០១២ 

                                                                                                            អ�កេរៀបេរៀង លមឹ ផល�នុ 

                                                                                                             Tel : (017)  768 246 

                                                                                                                     (077) 549 491 
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រំពូកទី០១ 
 

សកខេបរបូមនតសខំាន់ៗ 

 

០១-ត្ទឹសតបីទវិសមភាព 

1-វសិមភាព Schur : 

 គគយក x,y  និង z  ជាបីចំនួនពតិមនិអវជិជមាន ។  

 ចំគ ោះរគបច់ំនួនពតិr 0  គគបាន r

cyc

x (x y)(x z) 0     ។ 

2-វសិមភាព  Cauchy-Schwarz: 

 គគឲ្យ 1 2 n 1 2 na ,a ,...,a ,b ,b ,...,b  ជាចំនួនពតិវជិជមាន ។ 

 គគបាន 2 2 2 2 2 2 2

1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n n(a a ... a )(b b ... b ) (a b a b ... a b )            

3-វសិមភាព  AM-GM: 

 គគឲ្យ 1 2 3 na ,a ,a ,...,a  ជា n  ចំនួនពតិមនិអវជិជមាន ។ 

 គគបាន 1 2 3 n n
1 2 3 n

a a a ... a
a a a ...a

n

   
   ។ 
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4-វសិមភាព  Holder : 

 គគឲ្យ 1 2 n 1 2 nx ,x ,...,x ,y ,y ,...,y  ជាចំនួនពតិវជិជមាន ។   

សនមតថា p 1 និង q 1  ដែល 1 1
1

p q
   គ ោះគគបាន 

1 1
n n np q

p q

k k k k

k 1 k 1 k 1

x y x y
  

   
    
   

     ។ 

5-វសិមភាព  Bernoulli : 

 ចំគ ោះរគប ់r 1  និង x 1   គគបាន r
(1 x) 1 rx     ។ 

6-វសិមភាព  Chebyshev: 

 គគឲ្យចំនួនពតិ 1 2 nx x ... x     និង 1 2 ny y ... y    ។ 

 គគបាន  1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 nx y x y ... x y x x ... x y y ... y
.

n n n

        
    

7-វសិមភាព  Minkowski: 

 គគឲ្យចំនួនពតិវជិជមាន 1 2 n 1 2 nx ,x ,...,x ,y ,y ,...,y  និង p 1  ។ 

 គគបាន 
1 1 1

n n np p p
p p p

k k k k

k 1 k 1 k 1

x y (x y )
  

     
       

     
    ។ 
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០២-ត្ទឹសតបីទកនខុត្តីកោណ 

1-រទឹសតីបទសីុនូស 

 គគឲ្យរតគីោណABC មយួមានរជុង 

  BC a,AC b,AB c     

 ចារកឹនុងរងវងផ់ចិតO  ោ ំR  ។  

 គគបាន  a b c
2R

sinA sinB sinC
     ។ 

2-រទឹសតីបទកូសីុនូស 

 គគឲ្យរតគីោណABC មយួមានរជុង  

 BC a,AC b,AB c    គគបាន៖ 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a b c 2bccos A

b a c 2accosB

c a b 2abcosC

  

  

  
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3-រទឹសតីបទគមែាន 

 

2 2 2
2

a

2 2 2
2

b

2 2 2
2

c

b c a
m

2 4

a c b
m

2 4

a b c
m

2 4


 


 


 

 

4-រទឹសតីបទចំគោល 

 
a bcosC ccosB

b acosC ccos A

c acosB bcos A

 

 

 

 

 

5-របូមនតកនលោះប ទ តពុ់ោះមុកំនុងរតគីោណ 

 

A

B

c

2bc A
.cos

b c 2

2ac B
.cos

a c 2

2ab C
.cos

a b 2









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6-របូមនតកនលោះមុកំនុងរតគីោណ 

 គគឲ្យរតគីោណABC មយួមានរជុង BC a,AC b,AB c     

 តាង a b c
p

2

 
  ជាកនលោះបរមិារតននរតីគោណ ។ 

 

A (p b)(p c) B (p a)(p c) C (p a)(p b)
sin , sin ,sin

2 bc 2 ac 2 ab

A p(p a) B p(p b) C p(p c)
cos ,cos , cos

2 bc 2 ac 2 ab

A (p b)(p c) B (p a)(p c) C (p a)(p b)
tan ,tan ,tan

2 p(p a) 2 p(p b) 2 p(p c)

     
  

  
  

     
  

  

 

7-របូមនតោរំងវងច់ារកឹកនុងរតគីោណ 

 

 

 

 

 A B C (p a)(p b)(p c)
r (p a)tan (p b)tan (p c)tan

2 2 2 p

  
        
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8-របូមនតោរំងវងច់ារកឹនុងមុមំយួននរតគីោណ 

 

 

 

 

 

a

b

c

A p b p c p(p b)(p c)
r ptan

C B2 p a
tan tan

2 2

B p a p c p(p a)(p c)
r ptan

C A2 p b
tan tan

2 2

C p b p a p(p a)(p b)
r ptan

A B2 p c
tan tan

2 2

   
   



   
   



   
   



 

9-រមូនតរកឡានផទរតគីោណ 

 
a b c

a b c

2

a b c

1 1 1 1 1 1
S ah bh ch bcsin A acsinB absinC

2 2 2 2 2 2

abc
pr p(p a)(p b)(p c) rr r r

4R

(p a)r (p b)r (p c)r 2R sin AsinBsinC

     

      

      
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10-រទឹសតីបទកនលោះប ទ តពុ់ោះមុកំនុងរតគីោណ 

 គបើ AD ជាកនលោះប ទ តពុ់ោះមុកំនុង 

     គគបាន 
AB AC

BD DC
   ។ 

 

 

11-រទឹសតីបទLeibnitz 

 កនុងរគបរ់តគីោណ ABC  ដែលមានរជងុ a,b,c  គ ើយ Oជាផចិត 

 រងវងច់ារកឹកនុងនងិ G  ជាទីរបជុទំមងនន់នរតគីោណគ ោះគគមាន  

 
2 2 2

2 2 a b c
OG R

9

 
   ។ 

12-រទឹសតីបទ Stewart 

 គគឱ្យរតគីោណ ABC  មយួមានរជងុ a,b,c  ។ 

 P  ជាចំណុចមយួនន AB  ដែល PA m , PB n   និង m n c   ។ 

 គគបាន  2 2 2 2 2
ma nb (m n).PC mn nm       ។ 
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13-រទឹសតីបទអដឺល 

 គគឱ្យរតគីោណ ABC  មយួមានរជងុ a,b,c  ។ តាង Iជាផចិតននរងវង ់

 ចារកឹកនុងននរតគីោណគនោះ ។  

 ចំគ ោះរគបច់ំនុច X  ននបលងគ់គមានទ ំកទ់នំង  ៖  

 abcXI.)cba(XC.cXB.bXA.a
2222    ។ 

14-ចមាង យរវាងផចតិរងវងច់ារកឹកនុង នងិ ផចិតរងវងច់ារកឹគរៅននរតគីោណ 

 គគឱ្យរតគីោណ ABC  មយួដែល O  ជាផចិតរងវងច់ារកឹគរៅ នងិ I   

 ជាផចិតរងវងច់ារកឹកនុង ។ គបើ R  និង r  ជារង្វវ ស់ោរំងវងច់ារកឹកនុង និង  

 ោរំងវងច់ារកឹគរៅននរតគីោណគ ោះគគបាន 2 2
OI R 2Rr     

 ឬ  d OI R(R 2r)     ។ 

15-រទឹសតីបទCeva 

 កនុងរតគីោណ ABC  មយួ ប ទ តប់ី AD , BE  និង CF  របសពវគ្នន  

 រតងច់ំនុច K  មយួលុោះរតាដត 1
EA

CE
.

DC

BD
.

FB

AF
  ។ 
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16-រទឹសតីបទ Menelaus 

 យកបចីំនុច F,D  និង E  សថិតគរៀងគ្នន គលើរជុង AB , BC  និង AC  

 ននរតគីោណ ABC  គ ោះចំណុចបីគនោះរតរ់តងគ់្នន គបើ AF BD CE
. . 1

BF CD AE
  
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០៣-អនុគមន៍ត្តីកោណមាត្ត 

1-ទំ កទ់នំងរគោឹះ 

 ក/ 2 2
sin cos 1    ខ/ sin

tan
cos


 


 

 គ/ cos
cot

sin


 


 ឃ/ 1

tan
cot

 


 

 ង/ 2

2

1
1 tan

cos
  


 ច/ 2

2

1
1 cot

sin
  


 

2-របូមនតផលបូក និង ផលែកននមុពំរី 

 ក/sin( ) sin cos sin cos        

 ខ/sin( ) sin cos sin cos       

 គ/cos( ) cos cos sin sin       

 ឃ/cos( ) cos cos sin sin      

 ង/ tan tan
tan( )

1 tan tan

  
   

  
  

 ច/ tan tan
tan( )

1 tan tan

  
  

  
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3-របូមនតមុឌុំប នងិ មុរំទបី 

 ក/
2

2tana
sin2a 2sinacosa

1 tan a
 


 

 ខ/
2

2 2 2 2

2

1 tan a
cos2a cos a sin a 2cos a 1 1 2sin a

1 tan a


      


 

 គ/
2

2tana
tan2a

1 tan a



 ឃ/ 

2
cot a 1

cot 2a
2cota


  

 ង/ 3
sin3a 3sina 4sin a   ច/ 3

cos3a 4cos a 3cosa   

 ឆ/
3

2

3tana tan a
tan3a

1 3tan a





 ជ/

3

2

cot a 3cota
cot 3a

3cot a 1





 

4-របូមនតបំដលងពផីលគុណគៅផលបូក 

 ក/  
1

sin sin cos( ) cos( )
2

          

 ខ/  
1

cos cos cos( ) cos( )
2

          

 គ/  
1

sin cos sin( ) sin( )
2

           

 ឃ/  
1

sin cos sin( ) sin( )
2

          
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5-របូមនតបំដលងពផីលបកូគៅផលគុណ 

 ក/sin sin 2sin cos
2 2

   
 

 
   

 ខ/sin sin 2sin cos
2 2

   
 

 
   

 គ/cos cos 2cos cos
2 2

   
 

 
   

 ឃ/cos cos sin sin
2 2

   
 

 
    

 ង/ sin( )
tan tan

cos cos

 
 

 


    

 ច/ sin( )
tan tan

cos cos

 
 

 


   

 

 
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រំពូកទី០២ 
 

កត្មខលហំាត់ 
1)ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  

 
3

3 3 3 3
2 4 8 5 3 7

cos cos cos
7 7 7 2

   
      

2)គគែឹងថា sin( )

sin( )

a

b

 

 





  និង cos( )

cos( )

c

d

 

 





  

 ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  cos( )
ac bd

ad bc
 


 


  ។ 

3)គគែឹងថា cos cos cos cos cos       និង sin 2sin sin
2 2

 
   

 ចូររាយថា 2 2 2
tan tan tan

2 2 2

  
   ។ 

4)គគែឹងថា cos cos cos     ។ 

 រាយថា tan , tan , tan
2 2 2

        ជាសវុីតធរណីមារត។ 
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5)ចូររាយថាគបើគគមានសមភាព 

 
cos cos( ) cos( 2 ) cos( 3 )x x x x

a b c d

    
     

 គ ោះគគបាន  a c b d

b c

 
   ។ 

6)ចូររាយថាគបើ cos( ) a    និង sin( ) b    

 គ ោះគគបាន  2 2 2
2 sin( ) cos ( )a ab b          ។ 

7)គោយែឹងថា 
tan( ) tan( ) tan( )

x y z

     
 

  
  

  ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  

  2 2 2
sin ( ) sin ( ) sin ( ) 0

x y y z z x

x y y z z x
     

  
     

  
   

8)ក) ចូររាយថា 2 cos(45 )
1 tan

cos

o 





   

ខ) គណ  (1 tan1 )(1 tan2 )(1 tan3 )...(1 tan45 )
o o o o

P       

9)ក) ចូររាយថា 2 sin(135 )
1 cot

sin

o 





   

ខ) គណ  (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 )...(1 cot134 )
o o o o

P       
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10)ក) ចូររាយថា sin3a sina 2sinacos2a   

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 n n

x 2x x 2x
S sinxcos2x sin cos ... sin cos

3 3 3 3
     

11)ក) ចូររាយថា 2 a 1
sinasin (2sina sin2a)

2 4
   

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 
2 2 n 2

n n 1

a a a a a
S sinasin 2sin sin .... 2 sin sin

2 2 4 2 2


     

12)ក) ចូររាយថាcosa cos3a 2sinasin2a   

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 n n

a 2a a 2a
S sinasin2a sin sin .... sin sin

3 3 3 3
     

13)ក) ចូររាយថា 2 2
cos a cos 2a sinasin3a   

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 n n

a 3a a 3a
S sinasin3a sin sin .... sin sin

2 2 2 2
     
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14)ក) ចូររាយថា   
2 a

sin
1 2 12

sin2a 4 sin2a sina

 
  

 
  

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 

2
2 2 2 n 2 n 1

2 3 n 1

a
sin

2sin a 2 sin 2a 2 sin 2 a2S ....
sin2a sin2 a sin2 a sin2 a




      

15)ក) ចូររាយថា   cos2a 1 1 1

sin3a 2 sina sin3a

 
  

 
  

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 

2 n

n

n 1

2a 2a 2a
cos cos cos

cos2a 3 3 3S ...
a asin3a sina

sin sin
3 3



      

16)ក) ចូររាយថា   
2

sin a 1 1 1

cos3a 4 cos3a cosa

 
  

 
  

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 
2 2 2 2 2 n

n 2 3 n 1

sin a sin 3a sin 3 a sin 3 a
S ....

cos3a cos3 a cos3 a cos3 a


     ។ 
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17)ក) ចូររាយថា   sina 1 3 1

1 2cos2a 4 sin3a sina

 
  

  
  

 ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

 

n n

n

n

1 a 1 a
sin sin

sina 3 3 3 3S ......
2a 2a1 2cos2a

1 2cos 1 2cos
3 3

  


 

។ 

18)គណ ផលបូកខាងគរោម ៖  

 
3 3 3 3

0

1 1 1
sin 3 sin sin 3 ... sin 3

3 3 3

n
k n

n k n
k

S a a a a


 
     

 
  

19)គណ ផលបូកខាងគរោម ៖  

 
3 3 3 3

0

( 3) cos cos 3cos ... ( 3) cos
3 3 3

n
k k

n k k
k

a a a
S a



 
       

 
  

20)គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

 2
cos cos2 cos2 ... cos2

n

n
P a a a a      

21)គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

 2 2 2 2 2
(1 tan )(1 tan 2 )(1 tan 2 )....(1 tan 2 )

n

n
P a a a a      
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22)គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

 2

2 2 2
(1 2cos2 )(1 2cos )(1 2cos )...(1 2cos )

3 3 3
n n

a a a
P a      

23)គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

 2

2 2 2
(2cos2 1)(2cos 1)(2cos 1)...(2cos 1)

3 3 3
n n

a a a
P a      

24)គណ   

 
2

(2cos 1)(2cos 1)(2cos 1)...(2cos 1)
2 2 2

n n

a a a
P a      

25)គណ ផលគុណខាងគរោម ៖   

 
2

2 2

8 8 8
(1 )(1 )...(1 )

1 3tan
1 3tan 1 3tan

3 3

n

n

P
a aa

   


 

 

26)ក) ចូរគណ តនមលរបាកែនន sin
10

  និង cos
10

  

 ខ) ចូររាយថា 2 2 2 2 2
x (x y) 4(x y )sin

10


      

     រគបច់នួំន x,y IR   ។ 
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27)ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  

 
1 1 3 1 9 1 27 1

( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

   
         

28)ចូររាយថា  2 2 22 4 7
sin sin sin

7 7 7 4

  
     

29)ចំគ ោះរគបច់នួំនពតិ x  ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  ៖  

 
7 7 72 4 63

cos cos ( ) cos ( ) cos3
3 3 64

x x x x
 

        

30)គណ ផលបូកខាងគរោម 

 1n

2n

n

2
cos

2
tan

.....

16
cos

32
tan

8
cos

16
tan

4
cos

8
tan

S
























    

 រចួទាញរកលីមតីនន nS  ោលោ n   ។ 

31)ក)ចូររាយថា 
3

2

tan x 1
tan 2x tan x

21 tan x
 


 

ខ)ចូរគណ ផលបូក 
k 3

n
n

n
2

k 0
n

a
2 tan

2S
a

1 tan
2



 
 

  
  
 

  
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32)គណ ផលគុណខាងគរោម ៖   

ក)ចូររាយថា 1
cot x cot 2x

sin2x
   

ខ)ចូរគណ  n

2 n

1 1 1 1
S ....

a a asina
sin sin sin

2 2 2

      

33)ក)ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា 2
tan2x.tan x tan2x 2tanx   

 ខ)ចូរគណ ផលបូក 
n

k 2
n k k 1

k 0

a a
S 2 tan tan

2 2




 
  

 


 

34)ក)ចូររាយថា 
2 2 2

1 4 1

cos x sin 2x sin x
   

 ខ)ចូរគណ   

35)ក)ចូររាយថា  

 ខ)ចូរគណ ផលបូក    

n
2 2 n 2

2 n

1 1 1
S ....

a a a
4cos 4 cos 4 cos

2 2 2

   

3

2

tan x 1
( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
 



k 3
n

k

n
2

k 0
k

a
3 tan

3S
a

1 3tan
3



 
 

  
 
  


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36)ចំគ ោះរគប ់  គគឱ្យ   

 ក)គណ តនមល  និង  

 ខ)បង្វា ញថា    

37)ក)ចូររាយថា  

 ខ)ចូរគណ   

38)ក)ចូររាយថា 
x

cot
1 21

cos x cot x
   

 ខ)គណ  

 n

2 n

1 1 1 1
P (1 )(1 )(1 ).....(1 )

a a acosa
cos cos cos

2 2 2

    

 

39)គណ ផលគុណ  
 

n 2 k

n 2
2 k

k 1

1 tan 2 x
P

1 tan 2

 
 

  
 
 

    

 

INn
12

sin
12

cos
 nn

nS 

12
cos



12
sin



0624 12  nnn SSS

n n 1 n

sin(nx) cos(n 1)x cos(nx)
.cot x

cos x cos x cos x


 
  
 

n 2 3 n

sinx sin2x sin3x sin(nx)
S ....

cosx cos x cos x cos x
    
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40)គណ ផលគុណខាងគរោម  ៖  

 

k
n

2 2
n k

k 0

x
P (1 tan )

2


 
  

 
  

41)គណ ផលគុណខាងគរោម  ៖  

 
2 2 4 2

0

tan tan .tan .tan .....tan
2 42 2

k n
n

n k n
k

x x x x
P x



 
  

 
  

42)ចូរគណ តនមលផលគុណ  ៖  

 
o o o

P ( 3 tan1 )( 3 tan2 ).....( 3 tan29 )     

43)គណ តនមលននផលគុណ  

 
o o o o

P (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 ).....(1 cot44 )      

44)គណ  3 5 7 9
A cos cos cos cos cos

11 11 11 11 11

    
      

45)គណ  o o o
P cos20 cos40 cos80  
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46)គគឱ្យ a ; b ; c ; d  និង x  ជាចំនួនពតិគផទៀងផ្ទទ ត់  ៖  

 
sinx sin2x sin3x sin4x

a b c d
      ដែល x k ; k Z    

 ចូរបង្វា ញថា  3 2 2 4
a (4b d ) b (3a c)       

47)គគឱ្យ , , ,a b c d  ជាចំនួនគៅកនុងចគ ល ោះ ];0[    

 គោយែឹងថា 








)cos2(cos4cos7cos

)sin2(sin4sin7sin

dcba

dcba
  

 ចូរបង្វា ញថា 2cos( ) 7cos( )a d b c      ។ 

48)គណ ផលគុណខាងគរោម ៖   

 
6 8 10 12

tan tan tan tan tan
27 27 27 27 27

P
    

    

49)ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា ៖ 

 
7 11 2

tan tan tan 1
30 30 30 5

  
        

50)ចូររាយថា  3 3 34 7 3
cos cos cos

9 9 9 8

  
    

51)ចូររាយថា  2 4 8 7
sin sin sin

7 7 7 2

  
      
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52)ចូរកំនតរ់គបត់នមល x  កនុងចគ ល ោះ (0; )
2

  គោយែឹងថា ៖ 

 
3 1 3 1

4 2
sin x cosx

 
   

53)គគឲ្យ 0a 2 3 6    និង 
2

n
n 1

n

a 5
a

2(a 2)






  

 រគប ់n 0  ។ចូររាយថា 
n 3

n

2
a cot 2

3

 
  

 
 

   

54)គគឲ្យសវុីតននចំនួនពតិ ( )
n

t  កំណតគ់ោយ ៖ 

 1
5 2 5t     និង 

3

1 2

3

1 3

n n

n

n

t t
t

t






  ដែល n IN   

 ក) ចូររាយថា 
1

tan
5

t


   ។ 

 ខ) គគតាង tan
n n

t u   ដែល 0
2

n
u


    រគប ់n IN  ។ 

 ចូររាយថា ( )
n

u  ជាសវុីតធរណីមារតមយួ ។ 

 គ)គណ  
n

u  និង n
t  ជាអនុគមនន៍ន n  ។ 
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55)គគឲ្យ n
P (cota cota)(cota cot 2a)...(cota cot(na))      

 ចូរបង្វា ញថា 
n n 1

sin(n 1)a
P

sin a



   ។ 

56)ចូរគណ ផលគុណ   
1

1 tan tan( )


 
n

n

k

P a ka   ។ 

57)រតីគោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c   ។ 

 ចូររាយថា 
2 2 2

2 2 2
4 sin sin sin

2 2 2

 
     

 

a b c A B C

bc ca ab
  

58)រតីគោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

 ចូររាយថា 
3 3 3

cos cos cos 3

2
  

A B C

a b c abc
  ។   

59)រតីគោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

 ចូររាយថា sin sin sin
2 2 2
    

  

A B C a b c

b c c a a b
  

60)រតីគោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

 ចូររាយថា tan tan
2 2

 




a b A B C

a b
  រចួសរគសររបូមនតពរីគទៀត 

 ដែលរសគែៀងគ្នន គនោះ ។ 
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61)រតីគោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

 ចូររាយថា sin
2 2


A a

bc
 រចួទាញថា 1

sin sin sin
2 2 2 8


A B C  ។ 

62)គគឲ្យ , ,    ជាបីចនួំនពតិដែល 3
sin sin sin

2
       

 ចូររាយថា sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6

     
  

     ។ 

63)គគឲ្យ   និង   ជាពរីចំនួនពតិននចគ ល ោះ 0,
2

 
 
 

   ។ 

 ចូរបង្វា ញថា 6 2 2 6
sin 3sin cos cos 1        

 លុោះរតាដត      ។ 

64)ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា ៖ 

 1 1

3
tan 1 cot 1

3 3 1 3 3 1 

      
        

       
 

k kn n

n n
k k

    

65)គគែឹងថា cosx cosy cosz sinx siny sinz
a

cos(x y z) sin(x y z)

   
 

   
  

 ចូររាយថា cos(x y) cos(y z) cos(z x) a       
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66)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុង , ,A B C  ។ 

  ចូរបង្វា ញថា ៖ 

 2 2 2
cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C      

  រចួទាញថាគបើ , ,A B C  ជាមុរំសួចគ ោះ គគបាន  

 2 2 2
sin sin sin 2A B C    ។ 

67)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុង , ,A B C  ។  

 ចូរបង្វា ញថា  cos 2(cos cos ) 2A B C     ។ 

68)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុង , ,A B C  ។  

 ចូរបង្វា ញថា  cot cot cot 3A B C     ។ 

69)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុងជាមុរំសួច និងមានរជុង 

  , ,BC a AC b AB c    ។ 

 គបើ 
2

b c
a


  គ ោះបង្វា ញថាមុ ំ 

2

B C
A


   ។  
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70)គគឲ្យរតគីោណABCមយួមានមានរជុង , ,BC a AC b AB c     

 តាង S  ជានផទរកលាននរតគីោណ ។  

 ក) ចូររាយថា 
2 2 2

4 3
cos( )

3 4

b c a S
A

bc

   
   

 ខ)ទាញឲ្យបានថា 2 2 2
4 3a b c S   ។ 

71)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួដកងរតង ់A  ។  

 តាងរជុង ,BC a AC b    និង AB c   ។  

 ចូររាយថា 2

2

2
cos

2

B C bc

a


   ?  

72)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុ ំ
2

A


  ។ តាងរជងុ 

,BC a AC b    និង AB c   ។ រាយថា  
6

3 3
cos

54

a
A

b c
   ? 

73)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួ ។ P  ជាចំណុចគៅកនុង ABC   

 ដែល PAB PBC PCA      ។ 

 ក)ចូររាយថា cot cot cot cotA B C      ។ 

 ខ)ទាញឲ្យបានថា 
6


    ។ 
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74)គគឲ្យរតគីោណ ABCមយួមានរជងុ , ,BC a AC b AB c   ។ 

 ចូរបង្វា ញថាគបើ  tan tan tan
2

C
a b a A b B    គ ោះ ABC  

 ជារតគីោណសមបាត ។ 

75)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានរជងុ , ,a b c  ។ 

 ក) ចូររាយថា 
2 2 2

2
1 cos cos cos

8

a b c
A B C

R

 
   

 ដែល R  ជាោរំងវងច់ារកឹគរៅននរតគីោណ ។ 

 ខ) ទាញឲ្យបានថា 2 2 2 2
9a b c R     ។ 

76)គគឲ្យអនុគមន ៍ f  កំណតគ់ោយ ៖ 

 ( ) 1 cos sin cos2 sin2f x a x b x A x B x       

 ដែល , , ,a b A B  ជាចនួំនពតិ ។ 

 ចូររាយថាគបើរគប ់ : ( ) 0x IR f x   គ ោះ 2 2
2a b   

 និង 2 2
1A B    ។ 
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77)គគឲ្យរតគីោណ  ABC  មយួ ។ ចូររាយថា 
3

A


  លុោះរតាដត  

 ( )( )
4

bc
p b p c     ដែ , ,a b c  ជារជុង និង 

2

a b c
p

 
  ។ 

78)គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានរជងុ , ,a b c   ។ 

 ចូររករបគភទននរតគីោណគនោះគោយែឹងថា sin
2 2

A a

bc
   ។ 

79)កនុងរគបរ់តគីោណ ABC  ចូររាយថា ៖ 

 
2 2

4cos
sin sin 2

sin sin 1 sin
2 2 2

A

B C

C B A
 



 

80)ក.ចូរគណ តនមលរបាកែនន tan
8

    

 ខ.ចូរគោោះរាយសមោីរ  

   2 2
sin x 2 sinx.cosx ( 2 1) cos x 0      

 គ.ចូរគោោះរាយសមោីរ tan x 2 1 1

1 ( 2 1) tan x 3

 


 
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81)គគឲ្យសមោីរ 3 3
(E) : cos xcos3x sin xsin3x m   

 ក.ចូរគោោះរាយសមោីរគនោះោលោ 3 3
m

8
   

 ខ.រកលកខខ័ណ័ឌ សរមាប ់m  គែើមបឲី្យសមោីរគនោះមានឬស ។ 

82)គគមានអនុគមនគ៍លខ f  កំនតព់សំីណំុ IN  គៅសំណំុ IR  

 គោយ f (0) 0  និង n 2
f (n 1) 2f (n) tan

2



      

 ចូរកំនតរ់ក f (n)  ? 

83)គគមានសវុីត )( nx  និង )( ny  កំណតគ់ោយ 








0

1

0

0

y

x
   និង  

 
















nnn

nnn

yaaxaay

yaaxaax

)cos(sin
2

1
)1(cotcos

2

1

)tan1(sin
2

1
)cos(sin

2

1

1

1

 

 ដែល 
2

0

a   និង ....,2,1,0n  ។ 

 ក. ចំគ ោះរគប ់ 0n  តាង ayaxu nnn sincos  និង  
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     ayaxv nnn sincos  ។ 

      ចូររាយថា )( nu  និង )( nv  សុទឋដតជាសវុីត ធរណីមារត ។ 

 ខ.គណ  nu  និង nv  ជាអនុគមនន៍ន n និង a  ។ 

 គ. ទាញរក nx  និង ny  ជាអនុគមនន៍ន n និង a  ។ 

84)គគយក , ,a b c  ជាចនួំនពតិននចគ ល ោះ  0 ,1  ។  

 ចូរបង្វា ញថា (1 )(1 )(1 ) 1abc a b c       

  85)គគឱ្យ C;B;A  ជាមុកំនុងរបស់រតគីោណ ABC មយួ ។ 

 ចូរបង្វា ញថា   33
2

C
cot

2

B
cot

2

A
cot   

86)គគឱ្យ C;B;A  ជាមុរំសួចកនុងរបស់រតគីោណ ABC មយួ ។ 

 ចូរបង្វា ញថា   3
)31()Ctan1)(Btan1)(Atan1(    

87)គគឱ្យរតគីោណ ABC មយួមានមុ ំ C,B,A  ជាមុរំសួច ។ 

 ចូររាយថា  18
Ccos

Csin

Bcos

Bsin

Acos

Asin

3

2

3

2

3

2

    
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88)គគឲ្យ ABC ជារតគីោណមយួដែលគផទៀងផ្ទទ តល់កខខ័ណ័ឌ  

 AcosCsinBsin1CsinBsin
22   ។ 

 បង្វា ញថា ABC ជារតគីោណដកង ។ 

89)គគឱ្យរតគីោណ ABC មយួមានមុកំនុងជាមុរំសួច ។ 

  ចូរបង្វា ញថា ៖ 

 CsinBsinAsin32CsinBsinAsin
222    

90)គគឱ្យរតគីោណ ABC មយួ ។ តាង r  និង R  គរៀងគ្នន ជាោរំងវង ់

 ចារកឹកនុង និង ចារកឹគរៅរតគីោណ ។   

 ក. ចូរបង្វា ញថា 
R

r
1CcosBcosAcos    

 ខ. គបើ ABC ជារតគីោណដកងគ ោះចូររាយថា r)12(R   

91)គគឱ្យរតគីោណ  មយួមានរជងុ   ។  តាង  និង   

 គរៀងគ្នន ជាោរំងវងច់ារកឹកនុង និង ោរំងវងច់ារកឹគរៅនន  ។ 

 ក. ចូរាយថា   

ABC c,b,a r R

ABC

R

pr2
CcoscbosBAcosa 
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 ដែល  ជាកនលោះបរមិារតននរតីគោណ ។ 

 ខ. ទាញបញ្ជជ កថ់ា   ។ 

    ( ជាមុរំសួច) 

92)គគឲ្យរតគីោណ  មយួ ។ 

 ចូររាយថា  ។ 

93)គគឲ្យរតគីោណ  មយួ ។ 

 ចូររាយថា    ។ 

94)គគឲ្យ  ជាបីចនួំនពតិននចគ ល ោះ   ។  

 ចូររាយថា   ។ 

 

abc2

cba

c

Ccos

b

Bcos

a

Acos
222



R

r
1CcosBcosAcos 

2

cba
p




2222
)rR(4cba 

, ,A B C

ABC

1
cos cos cos

8
A B C 

ABC

3
cos cos cos

2
A B C  

, ,x y z 0,
2

 
 
 

tan tan tan 3tan
3

x y z
x y z

  
    

 
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95)រតីគោណ  មយួមានរជុង  ។  

 ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា    ? 

 ( ជានផទរកលាននរតគីោណ )។ 

96)រតីគោណ  មយួមានរជុង  ។ ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  

   ? 

 ( ជានផទរកលាននរតគីោណ )។ 

97)គគឲ្យរតគីោណ  មយួមាននផទរកលា  ។ 

  ជាកនលោះប ទ តពុ់ោះកនុងននមុ ំ  គរៀងគ្នន  ។  

 ចូររាយថា   ។ 

98)គគឱ្យ  ជាបីចនួំនពតិវជិជមាន ។  

 ចូររាយថា  ៖  

   

 

ABC , ,a b c

4 3bc ca ab S  

S

ABC , ,a b c

2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 4 3a b c b c c a a b S        

S

ABC S

, ,AK BL CM , ,A B C

2 2 2

3 3
AK BL CM

S

 


c;b;a

)cabcab(9)2c)(2b)(2a(
222 
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99)គគឲ្យរតគីោណ  មយួមានមុកំនុងជាមុរំសួច ។ 

 ចូរបង្វា ញថា ៖ 

   

100)គគឲ្យរតគីោណ  មយួមានមុកំនុងជាមុរំសួច ។  

 ចូរបង្វា ញថា៖ 

 

101)ចំគ ោះរគបរ់តគីោណ  ចូររាយថា   

 ដែល ជាោរំងវងច់ារកឹកនុង និង ជាោរំងវងច់ារកឹគរៅ ។ 

102)ចំគ ោះរគបរ់តគីោណ  ចូររាយថា ៖ 

  

◊◊◊◊◊◊ 
 

 

 

ABC

2 2 2
cos cos cos

8cos cos cos 4
cos cos cos

     
        

     

A B C
A B C

B C A

ABC

3 3 3
cot cot cot 6cot cot cot cot cot cotA B C A B C A B C     

ABC
2

cos
2

B C r

R




r R ABC

ABC

2 2 2
4(sin sin sin ) cos cos cos 4

2 2 2 2 2 2

A B C A B B C C A  
   
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រំពូកទី០៣ 
 

ដំក ោះត្ាយ 

 

លហំាត់ទី០១ 

ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  
3

3 3 3 3
2 4 8 5 3 7

cos cos cos
7 7 7 2

   
      

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយបញ្ជជ កថ់ា 
3

3 3 3 3
2 4 8 5 3 7

cos cos cos
7 7 7 2

   
      

តាង 
1 2 3

2 4 8
cos , cos , cos

7 7 7
x x x

  
    

     
1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3

, ,A x x x B x x x x x x C x x x        

     3 3 33 3 3
1 2 3 1 2 2 3 1 3

,S x x x T x x x x x x       
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ជាែំបងូគយើងរតូវគណ តនមលរបាកែនន , ,A B C  ។ 

គណ  2 4 8
cos cos cos

7 7 7
A

  
    

តាមរបូមនតបដមលងមុ ំcos( ) cos      

គគមាន 

2 5 5
cos cos( ) cos

7 7 7

4 3 3
cos cos( ) cos

7 7 7

8
cos cos( ) cos

7 7 7

  


  


  



   




   



   


 

គគបាន 3 5
cos cos cos

7 7 7
A

  
     

គុណអងគទាងំពរីនឹង 2sin
7

  គគបាន ៖ 

3 5
2 sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin

7 7 7 7 7 7 7
A

      
     

តាមរបូមនត 2cos sin sin( ) sin( )a b a b a b     គគបាន ៖ 

2 4 2 6 4
2 sin sin sin sin sin sin

7 7 7 7 7 7

6
2 sin sin sin( ) sin

7 7 7 7

A

A

     

   


     

      
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គគទាញបាន 1

2
A    

គណ  2 4 4 8 2 8
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7
B

     
    

តាមរបូមនត  
1

cos cos cos( ) cos( )
2

a b a b a b     

1 6 2 1 12 4 1 10 6
cos cos cos cos cos cos

2 7 7 2 7 7 2 7 7
B

          
          

     
 

គោយ 

6 8 8
cos cos(2 ) cos

7 7 7

12 2 2
cos cos(2 ) cos

7 7 7

10 4 4
cos cos(2 ) cos

7 7 7

  


  


  



  




  



  


 

1 8 2 1 2 4 1 4 8
(cos cos ) (cos cos ) (cos cos )

2 7 7 2 7 7 2 7 7

2 4 8 1
cos cos cos

7 7 7 2

B

B A

     

  

     

     

 

គណ  2 4 8
cos cos cos

7 7 7
C

  
  

តាមរបូមនត sin2 2sin cosa a a  គ ោះ sin2
cos

2sin

a
a

a
  
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គគបាន 
4 8 16 16

sin sin sin sin
17 7 7 7.

2 4 8 28
2sin 2sin 2sin sin

7 7 7 7

C

   

   
     

គោយ 16 2 2
sin sin(2 ) sin

7 7 7

  
    គ ោះ 1

8
C   

គ តុគនោះគគបាន 1 1 1
, ,

2 2 8
A B C       ។ 

គោយគរបើឯកលកខណោះភាព ៖ 

3 3 3 3
( ) ( ) 3( )( ) 3a b c a b c a b c ab bc ca abc            

តាម  3 3 33 3 3
1 2 3 1 2 2 3 1 3

,S x x x T x x x x x x       

គគបាន  3 3 1 3
3 . 3 3 3 2

2 2
S A S T C ST ST          

33 2 2 2 23 3 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 3 33 3
1 2 3 1 2 3

3 ( ) 3

1 3 3 5
3 ( )

2 4 2 4

T B T x x x x x x x x x C

T T x x x x x x ST

    

       
 

គគបាន 3 3 3 3 (3 2)(6 5)
(3 2)( )

2 4 4

ST ST
S T ST ST

 
     

ឬ  3 3 2 2
4 18 27 10 0S T S T ST     តាង .u S T  

គគបាន 3 2
4 18 27 10 0u u u      ឬ  3 2

8 36 54 20 0u u u     
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ឬ  3
(2 3) 7 0u     ឲំ្យគគទាញ  

33 7
.

2
u S T


   

គ ើយ 
3 3

3 3 7 5 3 7
3 . 2 3 2

2 2
S S T

 
       

ែូចគនោះ 
3

33 3 3
2 4 8 5 3 7

cos cos cos
7 7 7 2

S
   

      ។ 
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លហំាត់ទី០២ 

គគែឹងថា sin( )

sin( )

a

b

 

 





  និង cos( )

cos( )

c

d

 

 





  

ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  cos( )
ac bd

ad bc
 


 


  ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយបញ្ជជ កថ់ាcos( )
ac bd

ad bc
 


 


   

គគមាន sin( )
(1)

sin( )

a

b

 

 





  និង cos( )

(2)
cos( )

c

d

 

 





 

បូកសមោីរ (1) និង (2) អងគនងិអងគគគបាន ៖ 

sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

sin( )cos( ) sin( )cos( )

sin( )cos( )

sin(2 )
(3)

sin( )cos( )

a c

b d

ad bc

bd

ad bc

bd

   

   

       

   

  

   

 
  

 

     


 

  


 

 

តាម (2) គគទាញ cos( )
(4)

cos( )

d

c

 

 





 



102 លហំាត់អនុគមន៍ត្តីកោណមាត្តកត្រើសករ ើស 
 

 

 

រ ៀបរ ៀងរោយ លមឹ ផលគនុ Page 43 

 

បូកសមោីរ (1) និង (4) អងគ នងិ អងគគគបាន ៖ 

sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

sin( )cos( ) sin( )cos( )

sin( )cos( )

1 1
sin(2 2 ) sin(2 2 )

2 2

sin( )cos( )

sin(2 )cos( )
(5)

sin( )cos( )

a d

b c

ac bd

bc

ac bd

bc

ac bd

bc

   

   

       

   

   

   

    

   

 
  

 

     


 

  



 

    


 

 

គធវើផលគធៀបរវាង (5) និង (3) គគបាន ៖ 

cos( )cos( )

cos( )

d ac bd

c ad bc

   

 

   
 

 
    

ឬ cos( )cos( )
.

cos( )

c ac bd

d ad bc

   

 

   


 
    

យក (2) ជួសកនុង (6) គគបាន ៖ 

cos( )cos( ) cos( )
.

cos( ) cos( )

cos( )

ac bd

ad bc

ac bd

ad bc

     

   

 

    


  


  



      

ែូចគនោះ   cos( )
ac bd

ad bc
 


 


  ។ 
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លហំាត់ទី០៣ 

គគែឹងថា cos cos cos cos cos       និង sin 2sin sin
2 2

 
   

ចូររាយថា 2 2 2
tan tan tan

2 2 2

  
   ។ 

  

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 2 2 2
tan tan tan

2 2 2

  
    

តាមបរមាបគ់គមាន sin 2sin sin
2 2

 
    

 ឲំ្យ 2 2 2
sin 4sin sin (1 cos )(1 cos )

2 2

 
       

គោយcos cos cos cos cos        គ ោះ 
cos

cos
cos

cos
cos

cos
















 


 

គគបាន 2 cos cos
sin (1 )(1 )

cos cos

 


 
    

2 2cos cos 1
1 cos 1 cos cos

cos cos cos cos

 
  

   


     
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21 cos cos
1 cos cos

cos cos cos cos

 
 

   

  
  

 
 

គោយសនមតថា cos 0   គ ោះគគទាញបាន  ៖ 

cos cos
cos (1)

1 cos cos

 


 





 

គគមាន 
2

2

2

sin
1 cos2tan (2)

2 1 cos
cos

2


 

 


 


 

យកទំ កទ់នំង (1) ជួសកនុង (2) គគបាន ៖ 

2

2

cos cos
1

1 cos cos cos cos1 cos cos
tan

cos cos2 1 cos cos cos cos
1

1 cos cos

(1 cos ) cos (1 cos ) (1 cos )(1 cos )

(1 cos ) cos (1 cos ) (1 cos )(1 cos )

1 cos 1 cos
tan t

1 cos 1 cos 2

 

     

     

 

    

    

  

 




  
 

   




    
 

    

 
  

 

2
an

2



 

ែូចគនោះ 2 2 2
tan tan tan

2 2 2

  
   ។ 
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លហំាត់ទី០៤ 

គគែឹងថា cos cos cos     ។ 

ចូររាយថា tan , tan , tan
2 2 2

        ជាសវុីតធរណីមារត។ 

  

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថាtan , tan , tan
2 2 2

        ជាសវុីតធរណីមារត 

គគរតូវរាយឲ្យគឃើញថា 2
tan tan .tan

2 2 2

     
  ។ 

គគមាន 
tan tan

2 2tan
2

1 tan tan
2 2

 
 

 








  

និង 
tan tan

2 2tan
2

1 tan tan
2 2

 
 

 








 

គគបាន 
2 2

2 2

tan tan
2 2tan tan

2 2
1 tan tan

2 2

 
   

 


 




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គោយ 
2

2

2

2sin
1 cos2tan

2 1 cos
2cos

2


 

 


 


 

2 1 cos 1 cos cos
tan

2 1 cos 1 cos cos

   

  

 
 

 
   (គរ ោះ cos cos cos    ) 

គគបាន 
1 cos cos 1 cos

1 cos cos 1 cos
tan tan

1 cos cos 1 cos2 2
1

1 cos cos 1 cos

  

      

  

  

 


   


 
 

 

   

តាង cosa    និង cosb    គគបាន ៖ 

1 1

1 1tan tan
1 12 2

1
1 1

ab a

ab a
ab a

ab a

   
 


   

 
 

 

 

                           
2 2

2 2

2

(1 )(1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 ) (1 )(1 )

1 1

1 1

2 2 1 1 cos
tan

2 2 1 1 cos 2

ab a ab a

ab a ab a

a ab a b a ab a b

a ab a b a ab a b

a ab b

a ab b

 



    


    

      


      

  
   

  

 

ែូចគនោះ tan , tan , tan
2 2 2

        ជាសវុីតធរណីមារត ។ 
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លហំាត់ទី០៥ 

ចូររាយថាគបើ cos cos( ) cos( 2 ) cos( 3 )x x x x

a b c d

    
     

គ ោះគគបាន  a c b d

b c

 
   ។ 

  

ដំក ោះត្ាយ 

តាង  cos cos( ) cos( 2 ) cos( 3 ) 1x x x x

a b c d t

    
     

គគទាញ  
cos

cos( )

cos( 2 )

cos( 3 )

a t x

b t x

c t x

d t x










 


 
  

 

 cos cos( 2 ) 2 cos cos( ) 2 cosa c t x x t x b           

 cos( ) cos( 3 ) 2 cos cos( 2 ) 2 cosb d t x x t x c             

គគបាន 2 cos

2 cos

a c b b

b d c c






 


  សមមលូ a c b d

b c

 
   ។ 

ែូចគនោះ  a c b d

b c

 
   ។ 
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លហំាត់ទី០៦ 

ចូររាយថាគបើ cos( ) a    និង sin( ) b    

គ ោះគគបាន  2 2 2
2 sin( ) cos ( )a ab b          ។ 

  

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 2 2 2
2 sin( ) cos ( )a ab b           

គគមាន cos( )

sin( )

a

b

 

 

 


 
   

សមមូល cos cos sin sin (1)

sin cos sin cos (2)

a

b

   

   

 


 
 

គុណសមោីរ (1)នឹង sin  គ ើយសមោីរ (2)នឹង cos  រចួគធវើ 

ផលបកូគគបាន sin cos( ) sin cosa b        

 ឲំ្យ 2 2 2
sin cos ( ) ( sin cos ) (3)a b        

គុណសមោីរ (1)នឹង cos  គ ើយសមោីរ (2)នឹង sin  រចួគធវើ 

ផលបកូគគបាន cos cos( ) cos sina b         
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 ឲំ្យ 2 2 2
cos cos ( ) ( cos sin ) (4)a b        

បូកសមោីរ (3) និង (4) អងគនងិអងគគគបាន ៖ 

2 2 2 2 2
(sin cos )cos ( ) ( sin cos ) ( cos sin )a b a b              

2 2 2

2 2 2

cos ( ) 2 (sin cos sin cos )

cos ( ) 2 sin( )

a b ab

a b ab

     

   

    

    
 

ែូចគនោះ 2 2 2
2 sin( ) cos ( )a ab b          ។ 

 

 
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លហំាត់ទី០៧ 

គោយែឹងថា 
tan( ) tan( ) tan( )

x y z

     
 

  
  

 ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  

 2 2 2
sin ( ) sin ( ) sin ( ) 0

x y y z z x

x y y z z x
     

  
     

  
  ។ 

  

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា៖ 

2 2 2
sin ( ) sin ( ) sin ( ) 0

x y y z z x

x y y z z x
     

  
     

  
   

គគមាន 
tan( ) tan( ) tan( )

x y z

     
 

  
 

គគបាន tan( ) tan( )

tan( ) tan( )

x y

x y

   

   

   


   
 

តាមរបូមនត  sin( )
tan tan

cos cos

p q
p q

p q


   

និង sin( )
tan tan

cos cos

p q
p q

p q


    គ ោះគគបាន ៖ 
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2

2

sin(2 )

sin( )

sin ( ) sin(2 )sin( )

cos(2 2 ) cos(2 2 )
sin ( ) (1)

2

x y

x y

x y

x y

x y

x y

  

 

      

   
 

  


 


    



   
 



  

រាយែូចគ្នន ដែរគគបាន ៖ 

2

2

cos(2 2 ) cos(2 2 )
sin ( ) (2)

2

cos(2 2 ) cos(2 2 )
sin ( ) (3)

2

y z

y z

z x

z x

   
 

   
 

   
 



   
 



   

គធវើផលបកូ (1) , (2) និង (3) អងគនងិអងគគគបាន ៖ 

2 2 2
sin ( ) sin ( ) sin ( ) 0

x y y z z x

x y y z z x
     

  
     

  
  ។ 
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លហំាត់ទី០៨ 

ក) ចូររាយថា 2 cos(45 )
1 tan

cos

o 





   

ខ) គណ  (1 tan1 )(1 tan2 )(1 tan3 )...(1 tan45 )
o o o o

P       

  

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 2 cos(45 )
1 tan

cos

o 





    

គគមាន ៖ 

cos(45 ) cos45 cos sin45 sin

2 2 1
cos sin (cos sin )

2 2 2

1 sin 1
cos (1 ) cos (1 tan )

cos2 2

o o o  

   


  



  

   

   

 

 ឲំ្យ 2 cos(45 )
1 tan

cos

o 





   ។ 

ែូចគនោះ 2 cos(45 )
1 tan

cos

o 





    ។ 
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ខ) គណ  (1 tan1 )(1 tan2 )(1 tan3 )...(1 tan45 )
o o o o

P       

តាមសមភាព  2 cos(45 )
1 tan

cos

o 





    គ ោះគគបាន ៖ 

0
2 cos44

1 tan1
cos1

2 cos43
1 tan 2

cos2

2 cos42
1 tan 3

cos3

2 cos0
1 tan45

cos45

o

o

o
o

o

o
o

o

o
o

o


 




 



 

            


  


  
គុណសមភាពគនោះអងគ និង អងគគគបាន ៖ 

 
 

45

46
23

2 cos0
2 2

cos45

o

o
P      (គរ ោះ 1

cos45
2

o   ) 

ែូចគនោះ 23
2 8388608P     ។ 
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លហំាត់ទី០៩ 

ក) ចូររាយថា 2 sin(135 )
1 cot

sin

o 





   

ខ) គណ  (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 )...(1 cot134 )
o o o o

P       

  

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 2 sin(135 )
1 cot

sin

o 





   

គគមាន cos sin cos
1 cot 1

sin sin

  
    

 
 

គោយ o o
sin cos 2 sin(45 ) 2 sin(135 )        

ែូចគនោះ 2 sin(135 )
1 cot

sin

o 





 

 
។ 

ខ) គណ  (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 )...(1 cot134 )
o o o o

P         

គោយគរបើសមភាព 2 sin(135 )
1 cot

sin

o 





 

 
គគបាន ៖ 

 
134

67
P 2 2 147573952589676412928     ។ 



102 លហំាត់អនុគមន៍ត្តីកោណមាត្តកត្រើសករ ើស 
 

 

 

រ ៀបរ ៀងរោយ លមឹ ផលគនុ Page 56 

 

 

លហំាត់ទី១០ 

ក) ចូររាយថា sin3a sina 2sinacos2a   

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

x 2x x 2x
S sinxcos2x sin cos ... sin cos

3 3 3 3
     

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា sin3a sina 2sinacos2a    

តាមរបូមនត p q p q
sinp sinq 2sin cos

2 2

 
   

គគបាន 3a a 3a a
sin3a sina 2sin cos 2sinacos2a

2 2

 
    

ែូចគនោះ sin3a sina 2sinacos2a    ។ 

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

x 2x x 2x
S sinxcos2x sin cos ... sin cos

3 3 3 3
     
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តាមសរមាយខាងគលើគគមាន sin3a sina 2sinacos2a     

យក 
k

x
a

2
   គគបាន   

k 1 k k k

x x x 2x
sin sin 2sin cos

3 3 3 3

   

ឬ 
k k k 1 k

x 2x 1 x x
sin cos sin sin

3 3 2 3 3


 
  

 
 

ចំគ ោះ  k 0 ,1,2,3,....,n   គគបាន ៖ 

n n n 1 n

1
sin xcos2x (sin 3x sin x)

2

x 2x 1 x
sin cos (sin x sin )

3 3 2 3

x 2x 1 x x
sin cos (sin sin )

3 3 2 3 3



 


  

                  

  


 

គធវើផលបកូអងគ នងិ អងគគគបាន ៖ 

n

1 x
S (sin3x sin )

2 3
    ។ 
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លហំាត់ទី១១ 

ក) ចូររាយថា 2 a 1
sinasin (2sina sin2a)

2 4
   

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

2 2 n 2

n n 1

a a a a a
S sinasin 2sin sin .... 2 sin sin

2 2 4 2 2


     

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 2 a 1
sinasin (2sina sin2a)

2 4
    

តាមរបូមនត sin2a 2sinacosa  

គគបាន 2sina sin2a 2sina 2sinacosa    

                               2

2

2sina(1 cosa)

a
2sina(2sin )

2

a
4sinasin

2

 





 

ែូចគនោះ 2 a 1
sinasin (2sina sin2a)

2 4
    ។ 
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ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

2 2 n 2

n n 1

a a a a a
S sinacos 2sin cos .... 2 sin cos

2 2 4 2 2


     

   
n

k 2

k k 1
k 0

a a
2 sin sin

2 2




 
  

 
  

គគមាន 2 a 1
sinasin (2sina sin2a)

2 4
     

ជំនួស a  គោយ 
k

a

2
 គគបាន ៖ 

2

k k 1 k k 1

a a 1 a a
sin sin 2sin sin

2 2 4 2 2
 

 
  

 
 

គុណអងគទាងំពរីនឹង k
2   ៖ 

k 2 k 1 k

k k 1 k k 1

a a 1 a a
2 sin sin (2 sin 2 sin )

2 2 4 2 2



 
    

គគបាន 
n

k 1 k n 1

k k 1 n
k 0

1 a a 1 a
S (2 sin 2 sin ) (2 sin sin2a)

4 2 2 4 2

 




      

ែូចគនោះ 
n 1

1 a
S sin sin2a

4 2


 
  

 
  ។ 
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លហំាត់ទី១២ 

ក) ចូររាយថាcosa cos3a 2sinasin2a   

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

a 2a a 2a
S sinasin2a sin sin .... sin sin

3 3 3 3
     

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) ចូររាយថាcosa cos3a 2sinasin2a    

តាមរបូមនត p q p q
cosp cosq 2sin sin

2 2

 
    

គគបាន a 3a a 3a
cosa cos3a 2sin sin

2 2

 
    

                             2sin( a)sin2a

2sinasin2a

  


 

ែូចគនោះ cosa cos3a 2sinasin2a    ។ 
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ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

a 2a a 2a
S sinasin2a sin sin .... sin sin

3 3 3 3
     

តាមសរមាយខាងគលើគគមាន cosa cos3a 2sinasin2a    

ជំនួស a  គោយ 
k

a

3
 គគបាន 

k k 1 k k

a a a 2a
cos cos 2sin sin

3 3 3 3


    

គគទាញ 
k k k k 1

a 2a 1 a a
sin sin (cos cos )

3 3 2 3 3


   

គបើ 1
k 0 : sinasin2a (cosa cos3a)

2
    

គបើ a 2a 1 a
k 1 : sin sin (cos cosa)

3 3 2 3
    

គបើ 2 2 2

a 2a 1 a a
k 2 : sin sin (cos cos )

3 3 2 3 3
  

                      

 

គបើ n n n n 1

a 2a 1 a a
k n : sin sin (cos cos )

3 3 2 3 3


    

គធវើផលបកូអងគ នងិ អងគគគបាន n

1 a
S (cos cos3a)

2 3
   ។ 
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លហំាត់ទី១៣ 

ក) ចូររាយថា 2 2
cos a cos 2a sinasin3a   

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

a 3a a 3a
S sinasin3a sin sin .... sin sin

2 2 2 2
     

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 2 2
cos a cos 2a sinasin3a    

គគមាន 2 1 cos2a
cos a

2


   និង 2 1 cos4a

cos 2a
2


  

គគបាន 2 2 1 cos2a 1 cos4a
cos a cos 2a

2 2

 
    

                                
cos2a cos4a

2

2a 4a 2a 4a
sin sin sinasin3a

2 2




 
  

 

ែូចគនោះ 2 2
cos a cos 2a sinasin3a    ។ 
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ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

a 3a a 3a
S sinasin3a sin sin .... sin sin

2 2 2 2
     
តាមសរមាយខាងគលើគគមាន  2 2

cos a cos 2a sinasin3a     

ជំនួស a  គោយ 
k

a

2
 គគបាន 2 2

k k 1 k k

a a a 3a
cos cos sin sin

2 2 2 2


   

ចំគ ោះ 2 2
k 0 : sinasin3a cos a cos 2a    

ចំគ ោះ 2 2a 3a a
k 1 : sin sin cos cos a

2 2 2
    

ចំគ ោះ 2 2

2 2 2

a 3a a a
k 3 : sin sin cos cos

2 2 2 2
    

 

ចំគ ោះ 2 2

n n n n 1

a 3a a a
k n : sin sin cos cos

2 2 2 2


    

គធវើផលបកូអងគ នងិ អងគ គគបាន n

a
S cos cos2a

2
    ។ 

ែូចគនោះ 
n

a
S cos cos2a

2
    ។ 
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លហំាត់ទី១៤ 

ក) ចូររាយថា   
2 a

sin
1 2 12

sin2a 4 sin2a sina

 
  

 
  

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

2
2 2 2 n 2 n 1

2 3 n 1

a
sin

2sin a 2 sin 2a 2 sin 2 a2S ....
sin2a sin2 a sin2 a sin2 a




      

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា   
2 a

sin
1 2 12

sin2a 4 sin2a sina

 
  

 
   

គគមាន 2 1 2 2cosa

sin2a sina sin2a


   

                             
2 a

4sin
2(1 cosa) 2

sin2a sin2a


   

ែូចគនោះ 
2 a

sin
1 2 12

sin2a 4 sin2a sina

 
  

 
 ។ 
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ខ)គណ   
2

2 2 2 n 2 n 1

2 3 n 1

a
sin

2sin a 2 sin 2a 2 sin 2 a2S ....
sin2a sin2 a sin2 a sin2 a




      

តាមសរមាយខាងគលើគគមាន  
2 a

sin
1 2 12

sin2a 4 sin2a sina

 
  

 
    

ជំនួស a  គោយ k
2 a  គគបាន 

2 k 1

k 1 k 1 k

sin 2 a 1 2 1

sin2 a 4 sin2 a sin2 a



 

 
  

 
  

គ តុគនោះ
k 2 k 1 k 1 k

k 1 k 1 k

2 sin 2 a 1 2 2

sin2 a 4 sin2 a sin2 a

 

 

 
  

 
 

ចំគ ោះ 
2 a

sin
1 2 12k 0 :

sin2a 4 sin2a sina

 
   

 
 

ចំគ ោះ 
2 2

2 2

sin a 1 2 2
k 1 :

sin2 a 4 sin2 a sin2a

 
   

 
 

 

ចំគ ោះ 
2 n 1 n 1 n

n 1 n 1 n

sin 2 a 1 2 2
k n :

sin2 a 4 sin2 a sin2 a

 

 

 
   

 
 

គធវើផលបកូអងគ នងិ អងគ គគបាន 
n 1

n 1

1 2 1
S

4 sin2 a sina





 
  

 
  ។ 
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លហំាត់ទី១៥ 

ក) ចូររាយថា   cos2a 1 1 1

sin3a 2 sina sin3a

 
  

 
  

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

2 n

n

n 1

2a 2a 2a
cos cos cos

cos2a 3 3 3S ...
a asin3a sina

sin sin
3 3



      

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា   cos2a 1 1 1

sin3a 2 sina sin3a

 
  

 
  

គគមាន 3 2
sin3 3sin 4sin sin (3 4sin )a a a a a     

គគបាន 
2 2

1 1 (3 4sin ) 1 2(1 2sin )

sin sin3 sin3 sin3

a a

a a a a

  
    

គោយ 2
cos2 1 2sina a   

ែូចគនោះ cos2a 1 1 1

sin3a 2 sina sin3a

 
  

     
។ 
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ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

2 n

n

n 1

2a 2a 2a
cos cos cos

cos2a 3 3 3S ...
a asin3a sina

sin sin
3 3



      

តាមសរមាខាងគលើគគមាន   cos2a 1 1 1

sin3a 2 sina sin3a

 
  

 
  

ជំនួស a   គោយ 
3

k

a  គគបាន 
1 1

2
cos

1 1 13

2
sin sin sin

3 3 3

k

k k k

a

a a a
 

 
 

  
 
 

 

គគបាន 
0 0

1 1

2
cos

1 1 13

2
sin sin sin

3 3 3

n nk

n

k k
k k k

a

S
a a a

 
 

 
 

   
 
 

   

ែូចគនោះ 1 1 1

2 sin3
sin

3

n

n

S
a a

 
 

  
 
 

  ។ 
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លហំាត់ទី១៦ 

ក) ចូររាយថា   
2

sin a 1 1 1

cos3a 4 cos3a cosa

 
  

 
  

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 
2 2 2 2 2 n

n 2 3 n 1

sin a sin 3a sin 3 a sin 3 a
S ....

cos3a cos3 a cos3 a cos3 a


     ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា   
2

sin a 1 1 1

cos3a 4 cos3a cosa

 
  

 
  

គគមាន 3 2
cos3 4cos 3cos cos (4cos 3)a a a a a     

គគបាន 
2 2

1 1 1 (4cos 3) 4(1 cos )

cos3 cos cos3 cos3

a a

a a a a

  
     

គោយ 2 2
1 cos sina a   គ ោះ 

2
1 1 4sin

cos3 cos cos3

a

a a a
   

ែូចគនោះ
2

sin a 1 1 1

cos3a 4 cos3a cosa

 
  

 
 ។ 
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ខ)គណ ផលបកូ  

   
2 2 2 2 2 n

n 2 3 n 1

sin a sin 3a sin 3 a sin 3 a
S ....

cos3a cos3 a cos3 a cos3 a


      

គគមាន  
2

sin a 1 1 1

cos3a 4 cos3a cosa

 
  

 
 ជំនួស a  គោយ 3k

a  

គគបាន 
2

1 1

sin 3 1 1 1

cos3 4 cos3 cos3

k

k k k

a

a a a
 

 
  

 
 

2 2 2 2 2 n

n 2 3 n 1

sin a sin 3a sin 3 a sin 3 a
S ....

cos3a cos3 a cos3 a cos3 a


      

    
1 1

0

1 1 1 1 1 1

4 cos3 cos3 4 cos3 cos

n

k k n
k a a a a

 


   
      

   
  

ែូចគនោះ 
1

1 1 1

4 cos3 cos
n n

S
a a



 
  

 
  ។ 
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លហំាត់ទី១៧ 

ក) ចូររាយថា   sina 1 3 1

1 2cos2a 4 sin3a sina

 
  

  
  

ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

n

n

1 a 1 a
sin sin

sina 3 3 3 3S ......
2a 2a1 2cos2a

1 2cos 1 2cos
3 3

  


 

។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា   sina 1 3 1

1 2cos2a 4 sin3a sina

 
  

  
   

គគបាន 
2 2

3 1 3 (3 4sin ) 4sin

sin3 sin sin3 sin3

a a

a a a a

 
    

គោយ 3 2
sin3 3sin 4sin sin (3 4sin )a a a a a     

                  2
sin 1 2(1 2sin ) sin (1 2cos )a a a a        

ែូចគនោះ sina 1 3 1

1 2cos2a 4 sin3a sina

 
  

  
  ។ 
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ខ)គណ ផលបកូ ៖ 

n n

n

n

1 a 1 a
sin sin

sina 3 3 3 3S ......
2a 2a1 2cos2a

1 2cos 1 2cos
3 3

  


 

 

គគមាន  sina 1 3 1

1 2cos2a 4 sin3a sina

 
  

  
  ជំនួស a  គោយ 

3
k

a  

រចួគុណអងគទាងំពរីនឹង 1

3
k
  គគបាន ៖ 

k k

k 1 k

k k 1 k

1 a
sin

1 1 1 1 13 3 . .
2a a a4 3 3

1 2cos sin sin
3 3 3





 
 

  
 
 

   

n nk k

n k 1 k
k 0 k 0

k k 1 k

1 a
sin

1 1 1 1 13 3S . .
2a a a4 3 3

1 2cos sin sin
3 3 3


 



 
 

   
 
 

     

ែូចគនោះ 1 3 1

4 sin3
3 sin

3

n
n

n

S
aa

 
 

  
 
 

  ។ 
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លហំាត់ទី១៨ 

គណ ផលបូកខាងគរោម ៖  

3 3 3 3

0

1 1 1
sin 3 sin sin 3 ... sin 3

3 3 3

n
k n

n k n
k

S a a a a


 
     

 
  

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលបូក ៖  

3 3 3 3

0

1 1 1
sin 3 sin sin 3 ... sin 3

3 3 3

n
k n

n k n
k

S a a a a


 
     

 
   

តាមរបូមនត 3
sin3 3sin 4sinx x x    

គ ោះគគទាញ   3 1
sin 3sin sin3 )

4
x x x     

គគបាន 3 1

1
0 0

1 1 1 1
sin 3 sin3 sin3

3 4 3 3

n n
k k k

n k k k
k k

S a a a



 

   
     

   
    

ែូចគនោះ 11 1
3sin sin3

4 3

n

n n
S a a

 
  

 
  ។ 
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លហំាត់ទី១៩ 

គណ ផលបូកខាងគរោម ៖  

3 3 3 3

0

( 3) cos cos 3cos ... ( 3) cos
3 3 3

n
k k

n k k
k

a a a
S a



 
       

 
  

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលបូកខាងគរោម ៖  

3 3 3 3

0

( 3) cos cos 3cos ... ( 3) cos
3 3 3

n
k k

n k k
k

a a a
S a



 
       

 
   

តាមរបូមនត 3
cos3 4cos 3cosx x x   

គ ោះគគទាញ  3 1
cos 3cos cos3

4
x x x   

3 1

1
0 0

1
( 3) cos ( 3) cos ( 3) cos

3 4 3 3

n n
k k k

n k k k
k k

a a a
S




 

   
        

   
    

ែូចគនោះ 11
cos3 ( 3) cos

4 3

n

n n

a
S a

 
   

 
  ។ 
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លហំាត់ទី២០ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2
cos cos2 cos2 ... cos2

n

n
P a a a a      

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2
cos cos2 cos2 ... cos2

n

n
P a a a a      

តាមរបូមនត  sin2 2sin cos      

គគទាញ  1 sin2
cos .

2 sin





  

គគបាន 
1

1 sin2 1 sin4 1 sin8 1 sin2
. . . ... .

2 sin 2 sin2 2 sin4 2 sin2

n

n n

a a a a
P

a a a a



      

ែូចគនោះ 
1

1 sin2

2 sin

n

n n

a
P

a



    ។ 
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លហំាត់ទី២១ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2 2 2 2 2
(1 tan )(1 tan 2 )(1 tan 2 )....(1 tan 2 )

n

n
P a a a a       

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2 2 2 2 2
(1 tan )(1 tan 2 )(1 tan 2 )....(1 tan 2 )

n

n
P a a a a       

តាមរបូមនត  
2

2tan
tan2

1 tan








   

គគទាញ  2 tan
1 tan 2

tan2





    

គគបាន 
1

tan tan2 tan4 tan2
2. 2. 2. ... 2.

tan2 tan4 tan8 tan2

n

n n

a a a a
P

a a a a


      

ែូចគនោះ 
1

tan
2

tan2

n

n n

a
P

a


    ។ 
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លហំាត់ទី២២ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2

2 2 2
(1 2cos2 )(1 2cos )(1 2cos )...(1 2cos )

3 3 3
n n

a a a
P a       

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2

2 2 2
(1 2cos2 )(1 2cos )(1 2cos )...(1 2cos )

3 3 3
n n

a a a
P a        

តាមរបូមនត  3 2
sin3 3sin 4sin sin (3 4sin )         

គោយ 2 2
3 4sin 1 2(1 2sin ) 1 2cos2           

គគទាញ  sin3
1 2cos2

sin





   

គគបាន 1

2

sin sin
sin3 sin sin33 3....
sin

sin sin sin sin
3 3 3 3

n

n

n n

a a

a a a
P

a a a aa



       ។ 
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លហំាត់ទី២៣ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2

2 2 2
(2cos2 1)(2cos 1)(2cos 1)...(2cos 1)

3 3 3
n n

a a a
P a        

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2

2 2 2
(2cos2 1)(2cos 1)(2cos 1)...(2cos 1)

3 3 3
n n

a a a
P a         

តាមរបូមនត  3 2
cos3 4cos 3cos cos (4cos 3)         

គោយ 2 2
4cos 3 2(2cos 1) 1 2cos2 1           

គគទាញ  cos3
2cos2 1

cos





   

គគបាន 1

2

cos cos
cos3 cos cos33 3....
cos

cos cos cos cos
3 3 3 3

n

n

n n

a a

a a a
P

a a a aa



        ។ 
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លហំាត់ទី២៤ 

គណ   
2

(2cos 1)(2cos 1)(2cos 1)...(2cos 1)
2 2 2

n n

a a a
P a        

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2
(2cos 1)(2cos 1)(2cos 1)...(2cos 1)

2 2 2
n n

a a a
P a           

តាមរបូមនត  2
cos2 2cos 1    គ ោះ 2

2cos2 4cos 2    

គគទាញ  2
2cos2 1 4cos 1 (2cos 1)(2cos 1)          

 ឲំ្យ 2cos2 1
2cos 1

2cos 1







 


 ។ កគនោម 

n
P  អាចសរគសរ ៖ 

1

2

2cos 1 2cos 1
2cos2 1 2cos 1 2 2...
2cos 1

2cos 1 2cos 1 2cos 1
2 2 2

n

n

n

a a

a a
P

a a aa


 

 
    


  

   

ែូចគនោះ  2cos2 1

2cos 1
2

n

n

a
P

a






  ។ 
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លហំាត់ទី២៥ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖   

2
2 2

8 8 8
(1 )(1 )...(1 )

1 3tan
1 3tan 1 3tan

3 3

n

n

P
a aa

   


 

   

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

2
2 2

8 8 8
(1 )(1 )...(1 )

1 3tan
1 3tan 1 3tan

3 3

n

n

P
a aa

   


 

        

តាមរបូមនត  
3 2

2 2

3tan tan tan (3 tan )
tan3

1 3tan 1 3tan

a a a a
a

a a

 
 

 
 

គគទាញ 
2 2

2 2

tan3 3 tan 1 3 tan 1

tan 1 3tan 3 1 3tan 3

a a a

a a a

  
    

  
 

                     
2 2

1 8 1 8
1

3 3(1 3tan ) 3 1 3tana a

 
    

  
 

 ឲំ្យ 
2

8 3tan3
1

1 3tan tan

a

a a
 


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ជំនួស a   គោយ 
3

k

a  គគបាន 1

2

3tan
8 31

1 3tan tan
3 3

k

k k

a

a a



 



 

ចំគ ោះ 
2

8 3tan3
0 : 1

1 3tan tan

a
k

a a
  


 

ចំគ ោះ 
2

8 3tan
1 : 1

1 3tan tan
3 3

a
k

a a
  



 

ចំគ ោះ 
2

2 2

3tan
8 32 : 1

1 3tan tan
3 3

a

k
a a

  



 

 

ចំគ ោះ 1

2

3tan
8 3: 1

1 3tan tan
3 3

n

n n

a

k n
a a



  



 

គុណទំ កទ់ំនងខាងគលើអងគ និង អងគគគបាន ៖ 

3 tan3
3 tan3 cot

3
tan

3

n
n

n n

n

a a
P a

a
    ។ 
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លហំាត់ទី២៦ 

ក) ចូរគណ តនមលរបាកែនន sin
10

  និង cos
10

  

ខ) ចូររាយថា 2 2 2 2 2
x (x y) 4(x y )sin

10


      

     រគបច់នួំន x,y IR   ។ 

   

ដំក ោះត្ាយ 

ក)គណ តនមលរបាកែនន sin
10

  និង cos
10

  

គគមាន   2 3

10 2 10

  
   

គគបាន  2 3 3
sin sin( ) cos

10 2 10 10

   
    

តាមរបូមនតរតគីោណមារត ៖ 

sin2a 2sinacosa  និង 3
cos3a 4cos a 3cosa   
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3

2

2

3
2sin cos cos

10 10 10

2sin cos 3cos 4cos
10 10 10 10

2sin 3 4cos
10 10

2sin 3 4(1 sin )
10 10

  


   
 

 
 

 
  

 

 ឬ     2
4sin 2sin 1 0

10 10

 
    តាង t sin 0

10


   

 គគបាន  2
4t 2t 1 0 , ' 1 4 5 0         

 គគទាញឬស 1

1 5
t 0

4


   2

1 5
, t

4


  

 ែូចគនោះ 1 5
sin

10 4

 
  ។ គោយ 2 2

sin cos 1
10 10

 
    

   ឲំ្យ 21 5 10 2 5
cos 1 ( )

10 4 4

  
    

 ែូចគនោះ  10 2 5
cos

10 4

 
   ។ 
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ខ) រាយថា 2 2 2 2 2
x (x y) 4(x y )sin

10


     

តាងអនុគមន ៍ 2 2 2 2 2
f (x;y) x (x y) 4(x y )sin

10


      

គគបាន 2 2 2 2 2 21 5
f(x;y) x x 2xy y 4(x y )( )

4


       

                   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

6 2 5
2x 2xy y 4(x y )

16

3 5
2x 2xy y (x y )

2

1 5 1 5
x 2xy y

2 2

5 1 5 1
x 2xy y

2 2

5 1 5 1
x y 0

2 2


    


    

 
  

  
    

 

  
    
 
 

 

 ែូចគនោះ 2 2 2 2 2
x (x y) 4(x y )sin

10


     ។ 
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លហំាត់ទី២៧ 

ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  

1 1 3 1 9 1 27 1
( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

   
         

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

តាង 1 1 3 1 9 1 27
P ( cos )( cos )( cos )( cos )

2 20 2 20 2 20 2 20

   
        

       
3 n

n 0

1 3
cos

2 20


  
   

    
  

គគមាន 2 21 1 a 1 a
cosa 1 2sin (3 4sin )

2 2 2 2 2
       

គ ើយ 2 23a a a a a
sin 3sin 4sin sin (3 4sin )

2 2 2 2 2
     

 ឱំ្យ 2

3a
sin

a 23 4sin
a2

sin
2

   
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គ តុគនោះ  
3a

sin
1 1 2cosa

a2 2
sin

2

   

យក 
n

3
a

20


  គគបាន 

n 1

n

n

3
sin

1 3 1 40cos .
2 20 2 3

sin
40

 
 

  
   

 

គគបាន 

n 1

3

n
n 0

3 81
sin sin

1 1 140 40P . .
2 16 163 sinsin

4040





  
 
   

 
 
 

  

គរ ោះ  81
sin sin(2 ) sin

40 40 40

  
      ។ 

ែូចគនោះ     

1 1 3 1 9 1 27 1
( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

   
      ។  
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លហំាត់ទី២៨ 

ចូររាយថា  2 2 22 4 7
sin sin sin

7 7 7 4

  
     

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា  2 2 22 4 7
sin sin sin

7 7 7 4

  
     

តាង  2 2 22 4
S sin sin sin

7 7 7

  
    

គយើងបាន 
2 4 8

1 cos 1 cos 1 cos
7 7 7S

2 2 2

  
  

    

                 

3 1 2 4 8
( cos cos cos )

2 2 7 7 7

  
     

តាង 2 4 8
T cos cos cos

7 7 7

  
    

         

5 3
cos( ) cos ( ) cos ( )

7 7 7

5 3
cos cos cos

7 7 7

  
        

  
   
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គុណអងគទាងំពរីនឹង 2sin
7


 គគបាន ៖ 

5 3
2T sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin

7 7 7 7 7 7 7

      
     

តាមរបូមនត 2cosasinb sin(a b) sin(a b)     

5 3
2T sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin

7 7 7 7 7 7 7

6 4 4 2 2
2Tsin ( sin sin ) (sin sin ) sin

7 7 7 7 7 7

6
2Tsin sin sin( ) sin

7 7 7 7

      
   

     
    

   
       

 

គគទាញ 
1

T
2

    ឲំ្យ  
3 1 1 7

S ( )
2 2 2 4

     

ែូចគនោះ 2 2 22 4 7
sin sin sin

7 7 7 4

  
    ។ 

 

 

 



102 លហំាត់អនុគមន៍ត្តីកោណមាត្តកត្រើសករ ើស 
 

 

 

រ ៀបរ ៀងរោយ លមឹ ផលគនុ Page 88 

 

លហំាត់ទី២៩ 

ចំគ ោះរគបច់ំនួនពតិ x  ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  ៖  

7 7 72 4 63
cos cos ( ) cos ( ) cos3

3 3 64
x x x x

 
        

   

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

7 7 72 4 63
cos x cos (x ) cos (x ) cos3x

3 3 64

 
       

តាង n n n
n

2 4
E (x) cos x cos (x ) cos (x ) (i)

3 3

 
      

តាមរបូមនត 3
cos3x 4cos x 3cosx    

គគទាញ  3 3 1
cos x cosx cos3x

4 4
   

គោយគុណអងគទាងំពរីនឹង  n 3
cos x

     គគបាន  ៖  

  n n 2 n 33 1
cos x cos x cos3xcos x (1)

4 4

    
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ែូចគ្នន ដែរគគទាញបាន  ៖  

n n 2 n 32 3 2 1 2
cos (x ) cos (x ) cos3xcos (x ) (2)

3 4 3 4 3

   
       

n n 2 n 34 3 4 1 4
cos (x ) cos (x ) cos3xcos (x ) (3)

3 4 3 4 3

   
      

 គោយបូកសមោីរ (1); (2)  និង (3)  គគបាន  ៖  

 n n 2 n 3

3 1
E (x) E (x) cos3xE (x) (ii)

4 4
    

តាម (i)  ចំគ ោះ n 0 ; n 1 , n 2    គគបាន  ៖  

0

1

1

2 2 2
2

2 2
2

E (x) 3

2 4
E (x) cos x cos(x ) cos(x )

3 3

1 3 1 3
E (x) cos x cos x sin x cos x sin x 0

2 2 2 2

1 3 1 3
E (x) cos x ( cos x sin x) ( cos x sin x)

2 2 2 2

3 3 3
E (x) cos x sin x

2 2 2



 
    

     

      

  
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តាម (ii)  ចំគ ោះ n 3 ; n 4 , n 5 ; n 7     គគបាន

 

3 1 0

4 2 1

5 3 2

7 5 4

3 1 3
E (x) E (x) cos 3xE (x) cos 3x

4 4 4

3 1 9
E (x) E (x) cos 3xE (x)

4 4 8

1 9 3 15
E (x) E (x) cos 3xE (x) cos 3x cos 3x cos 3x

4 4 16 8 16

3 1 45 9 63
E (x) E (x) cos 3xE (x) cos 3x cos 3x cos 3x

4 4 64 32 64

  

  


    

    

 

ែូចគនោះ  7 7 72 4 63
cos x cos (x ) cos (x ) cos3x

3 3 64

 
        ។ 
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លហំាត់ទ៣ី០ 

គណ ផលបូកខាងគរោម 

1n

2n

n

2
cos

2
tan

.....

16
cos

32
tan

8
cos

16
tan

4
cos

8
tan

S
























    

រចួទាញរកលីមតីនន nS  ោលោ n   ។ 

   

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

តាមរបូមនត 
2

2tan x
tan 2x

1 tan x



 

គគបាន 
2

2 2

2tan x tanx tan x
tan2x tanx tanx

1 tan x 1 tan x


   

 
 

    
2

2

1 tan x
tan 2x tan x tan x.

1 tan x


 


 

គោយ 
xtan1

xtan1
x2cos

2

2




    
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គ ោះ tan x
tan 2x tan x (*)

cos2x
   

គោយគរជើសគរ ើស k 2
x

2



  ជួសកនុង (*)   

គគបាន   k 2

k 1 k 2

k 1

tan
2tan tan

2 2 cos
2



 





 
 


 




 






 




n

1k
2k1kn

2
tan

2
tanS  

        2n2n

2n1n

2
tan1

2
tan

4
tan

)
2

tan
2

(tan...)
16

tan
8

(tan)
8

tan
4

(tan




























 

ែូចគនោះ  2nn
2

tan1S



   ។ 

មា៉ាងគទៀតគគមាន 0
2

tanlim
2n

n





 

ែូចគនោះ  1Slimn
n


    ។ 
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លហំាត់ទ៣ី១ 

ក)ចូររាយថា 
3

2

tan x 1
tan 2x tan x

21 tan x
 


 

ខ)ចូរគណ ផលបូក 

k 3
n

n

n
2

k 0
n

a
2 tan

2S
a

1 tan
2



 
 

  
  
 

  

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 
3

2

tan x 1
tan 2x tan x

21 tan x
 


  

គយើងបាន 
3

2 2

1 tan x tan x
tan 2x tan x tan x

2 1 tan x 1 tan x
   

 
 

ែូចគនោះ 
3

2

tan x 1
tan 2x tan x

21 tan x
 


  ។ 
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ខ)គណ ផលបកូ 
k 3

n
k

n
2

k 0
k

a
2 tan

2S
a

1 tan
2



 
 

  
  
 

  

គគមាន 
3

2

tan x 1
tan 2x tan x

21 tan x
 


  យក 

k

a
x

2
  

គគបាន  
3

k

k 1 k2

k

a
tan

1 a a2 tan tan
a 2 2 21 tan

2


 



 

គយើងបាន៖ 

  

ែូចគនោះ  n
n n

1 a
S tan 2a 2 tan

2 2
      ។ 

 

 

n
k 1 k

n k 1 k
k 0

n

n

a a
S 2 tan 2 tan

2 2

1 a
tan 2a 2 tan

2 2






 
  

 

 


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លហំាត់ទ៣ី២ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖   

ក)ចូររាយថា 1
cot x cot 2x

sin2x
   

ខ)ចូរគណ  n

2 n

1 1 1 1
S ....

a a asina
sin sin sin

2 2 2

      

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក)រាយថា 1
cot x cot 2x

sin2x
    

តាង f (x) cot x cot 2x   

            
2

2 2

cos x cos 2x

sin x sin 2x

cos x 2cos x 1

sin x 2sin xcos x

2cos x 2cos x 1 1

2sin xcos x sin 2x

 


 

 
 
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 ែូចគនោះ  1
cot x cot 2x

sin2x
    ។ 

ខ)គណ  n

2 n

1 1 1 1
S ....

a a asina
sin sin sin

2 2 2

      

គយើងបាន 
n

n

k 0
k

1
S ( )

a
sin

2


    

គោយ 1
cot x cot 2x

sin 2x
    

              

n

n k 1 k
k 0

n 1

a a
S cot cot

2 2

a
cot cota

2






 
  

 

 


 

ែូចគនោះ  n n 1

a
S cot cota

2


    ។ 
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លហំាត់ទ៣ី៣ 

ក)ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា 2
tan2x.tan x tan2x 2tanx   

ខ)ចូរគណ ផលបូក 
n

k 2
n k k 1

k 0

a a
S 2 tan tan

2 2




 
  

 


 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក)រាយបញ្ជជ កថ់ា 2
tan2x.tan x tan2x 2tanx    

តាង   f (x) tan2x 2tanx    គោយ 
2

2tan x
tan 2x

1 tan x



 

គគបាន 
2

2tan x
f(x) 2tan x

1 tan x
 


 

         

2

2

3

2

3
2 2

2 2

2tan x 2tan x(1 tan x)

1 tan x

2tan x 2tan x 2tan x

1 tan x

2tan x 2tan x
.tan x tan 2x.tan x

1 tan x 1 tan x

 




 




  
 
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 ែូចគនោះ  2
tan2x.tan x tan2x 2tanx    ។ 

ខ)គណ ផលបកូ 
n

k 2
n k k 1

k 0

a a
S 2 tan tan

2 2




 
  

 
    

គយើងមាន 2
tan2x.tan x tan2x 2tanx    

គោយយក 
k 1

a
x

2


  

គគបាន 2

k k 1 k k 1

a a a a
tan tan tan 2tan

2 2 2 2
 

   

n
k k 1 n 1

n k k 1 n 1
k 0

a a a
S 2 tan 2 tan tana 2 tan

2 2 2

 

 


 
    

 


 

ែូចគនោះ  
n

k 2 n 1
n k k 1 n 1

k 0

a a a
S 2 tan tan tana 2 tan

2 2 2



 


 
   

 
    ។ 
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លហំាត់ទ៣ី៤ 

ក)ចូររាយថា 
2 2 2

1 4 1

cos x sin 2x sin x
   

ខ)ចូរគណ   

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក)រាយថា   

គយើងមាន  

 

ែូចគនោះ      ។ 

 

 

n
2 2 n 2

2 n

1 1 1
S ....

a a a
4cos 4 cos 4 cos

2 2 2

   

2 2 2

1 4 1

cos x sin 2x sin x
 

2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 sin x cos x 1 4

cos x sin x sin xcos x sin xcos x sin 2x


   

2 2 2

1 4 1

cos x sin 2x sin x
 
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ខ) គណ ផលបូក៖ 

  

គយើងបាន  

គោយ     

គគបាន ៖ 

 

ែូចគនោះ      ។ 

n
2 2 n 2

2 n

1 1 1
S ....

a a a
4cos 4 cos 4 cos

2 2 2

   

n

n k 2
k 1

k

1 1
S .

a4 cos
2



 
 

  
 
 
 



2 2 2

1 4 1

cos x sin 2x sin x
 

n

n k
k 1 2 2

k 1 k

n

k 1 k 2
k 1 2 2 n 2

k 1 k n

1 4 1
S ( )

a a4
sin sin

2 2

1 1 1 1 1 1
. .

a a a4 4 sin a
sin sin 4 sin

2 2 2










 
 

  
 
 

 
 

    
 
 





n 2 n 2

n

1 1
S

asin a 4 sin
2

 
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លហំាត់ទ៣ី៥ 

ក)ចូររាយថា  

ខ)ចូរគណ ផលបូក    

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក)រាយថា   

តាមរបូមនត  

គយើងបាន  

ែូចគនោះ   ។ 

 

3

2

tan x 1
( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
 



k 3
n

k

n
2

k 0
k

a
3 tan

3S
a

1 3tan
3



 
 

  
 
  



3

2

tan x 1
( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
 



3

2

3tan x tan x
tan 3x

1 3tan x






3 3

2 2

3tanx tan x 8tan x
tan 3x 3tanx 3tan x

1 3tan x 1 3tan x


   

 

3

2

tan x 1
( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
 


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ខ)គណ ផលបកូ    

គយើងមាន   

គោយយក  

 

គគបាន   

គយើងបាន  

 

ែូចគនោះ    ។ 

 

 

 

k 3
n

k

n
2

k 0
k

a
3 tan

3S
a

1 3tan
3



 
 

  
 
  



3

2

tan x 1
( tan 3x 3tan x)

81 3tan x
 



k

a
x

3


n
k k 1 n 1

n k 1 k n
k 0

1 a a 1 a
S (3 tan 3 tan ) tan 3a 3 tan

8 83 3 3

 




 
    

 


n 1

n n

tan 3a 3 a
S tan

8 8 3



 

)
3

a
tan3

3

a
(tan
8

1

3

a
tan31

3

a
tan

k1k

k

2

k

3





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លហំាត់ទ៣ី៦ 

ចំគ ោះរគប ់  គគឱ្យ   

ក)គណ តនមល  និង  

ខ)បង្វា ញថា    

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖  

ក. គណ តនមល  និង  

គោយគគមាន  គ ោះគគបាន ៖ 
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  

  
 

ែូចគនោះ  o o o 1
P cos20 cos40 cos80

8
    ។ 
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លហំាត់ទី៤៦ 

គគឱ្យ a ; b ; c ; d  និង x  ជាចនួំនពតិគផទៀងផ្ទទ ត់  ៖  

sinx sin2x sin3x sin4x

a b c d
      ដែល x k ; k Z    

ចូរបង្វា ញថា  3 2 2 4
a (4b d ) b (3a c)       

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាង sinx sin2x sin3x sin4x
t

a b c d
       

គគទាញ 

sin x at

sin 2x bt

sin 3x ct

sin4x dt








 

 

គគមាន sin4x 2sin2xcos2x  

     

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin 4x 4sin 2xcos 2x

sin 4x 4sin 2x(1 sin 2x)

d t 4b t (1 b t )



 

 
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គគទាញ 
2

2

2 2

1 d
t 1 (1)

b 4b

 
  

 
 

 

ម៉ាាងគទៀត 3
sin3x 3sinx 4sin x   

               
2

2 2

sin 3x sin x(3 4sin x)

ct at(3 4a t )

 

 
 

គគទាញ  2

2

1 c
t (3 ) 2

a4a
   

ផទឹម  1  និង  2  គគបាន  ៖  

            

2

2 2 2

2 2

4 3

1 d 1 c
1 3

ab 4b 4a

4b d 3a c

4b 4a

   
         

 


 

គុណអងគទាងំពរីនឹង 3 4
a b  គគបាន  3 2 2 4

a (4b d ) b (3a c)     

ែូចគនោះ  3 2 2 4
a (4b d ) b (3a c)    ។ 
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លហំាត់ទី៤៧ 

គគឱ្យ , , ,a b c d  ជាចនួំនគៅកនុងចគ ល ោះ ];0[   គោយែឹងថា 









)cos2(cos4cos7cos

)sin2(sin4sin7sin

dcba

dcba
  

ចូរបង្វា ញថា 2cos( ) 7cos( )a d b c      ។ 
 

ដំក ោះត្ាយ 

គគមាន  








)cos2(cos4cos7cos

)sin2(sin4sin7sin

dcba

dcba
  

ឬ        








bcda

bcda

cos7cos4cos8cos

sin7sin4sin8sin
  

ឬ         










)()cos7cos4()cos8cos(

)()sin7sin4()sin8sin(

22

22

iibcda

ibcda
 

បូកសមោីរ )(i  និង )(ii  អងគនឹងអងគគគបាន ៖ 

           
)cos(56)cos(16

)cos(5665)cos(1665

cbda

cbda




 

ែូចគនោះ  2cos( ) 7cos( )a d b c     ។   
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លហំាត់ទី៤៨ 

គណ ផលគុណខាងគរោម ៖   

6 8 10 12
tan tan tan tan tan

27 27 27 27 27
P

    
    

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណ 6 8 10 12
tan tan tan tan tan

27 27 27 27 27
P

    
   

គគមាន 
3 tan

8 27tan tan( )
27 3 27

1 3 tan
27


  





  



         

           
3 tan

10 27tan tan( )
27 3 27

1 3 tan
27


  





  



   

គគទាញ 
3

2

3tan tan
8 10 27 27tan tan tan tan

27 27 27 9
1 3tan

27

 
   





 



 

គគបាន 2 4
tan tan tan

9 9 9
P

  
  
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គគមាន 
3 tan

2 9tan tan( )
9 3 9

1 3 tan
9


  





  



  

           
3 tan

4 9tan tan( )
9 3 9

1 3 tan
9


  





  



 

គគទាញ 
2

2

3 tan
2 4 9tan tan
9 9

1 3tan
9


 









 

គគបាន 
3

2

3tan tan
9 9 tan 3

3
1 3tan

9

P

 






  



 

ែូចគនោះ 6 8 10 12
tan tan tan tan tan 3

27 27 27 27 27
P

    
    ។ 
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លហំាត់ទី៤៩ 

ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា ៖ 

7 11 2
tan tan tan 1

30 30 30 5

  
        

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយបញ្ជជ កថ់ា   7 11 2
tan tan tan 1

30 30 30 5

  
    

គគមាន 
3 tan

7 30tan tan( )
30 3 30

1 3 tan
30


  





  



   

គ ើយ 
3 tan

11 30tan tan( )
30 3 30

1 3 tan
30


  





  



   

គគបាន 
3

2

3tan tan
7 11 30 30tan tan tan tan

30 30 30 10
1 3tan

30

 
   





 


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គគមាន 2 3

5 5

 
   គ ោះ 2 3 3

tan tan( ) tan
5 5 5

  
     

គោយ 
2

2tan
2 5tan
5

1 tan
5









 និង 
3

2

3tan tan
3 5 5tan
5

1 3tan
5

 










   

គគបាន 
3

2 2

2tan 3tan tan
5 5 5

1 tan 1 3tan
5 5

  

 



 

 

   

ឬ  
2

2 2

3 tan
2 5

1 tan 1 3tan
5 5



 



 

 

   តាង 2
tan

5
t


  

គោយ 
6 5 4

  
    គ ោះ 1 1

3
t     

គគបាន 2 3

1 1 3

t

t t


 

 
  ឲំ្យ 2

10 5 0t t    

' 25 5 20      គគទាញឬស 
1 2

5 2 5 , 5 2 5t t     

គោយ 1 1
3

t    គ ោះ 5 2 5t    

គគបាន 2
tan 5 2 5

5


    គ ោះ tan 5 2 5

5


   
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តាមរបូមនត 
2

2tan
tan2

1 tan

a
a

a



  

គគបាន 
2

2tan
10tan 5 2 5

5
1 tan

10





  



   តាង tan 0
10

u


   

គគបាន 
2

2
5 2 5

1

u

u
 


  ឬ  2 2

1 0
5 2 5

u u  


 

2
1 6 2 5 ( 5 1)

' 1
5 2 5 5 2 5 5 2 5

 
    

  
 

គគទាញ 
1

2

1 5 1 5

5 2 5 5 2 5 5 2 5

1 5 1 5 2 2
1

55 2 5 5 2 5 5 2 5

t

t

 
    

  


       
   

 

គោយ 0t    គ ោះ 2
tan 1

10 5


   

ែូគចនោះ  7 11 2
tan tan tan 1

30 30 30 5

  
    ។ 
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លហំាត់ទី៥០ 

ចូររាយថា  3 3 34 7 3
cos cos cos

9 9 9 8

  
    

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាង 3 3 34 7
S cos cos cos

9 9 9

  
     

តាមរបូមនត  3
cos3a 4cos a 3cosa   

ឬ 3 3 1
cos a cosa cos3a

4 4
   

កគនោមដែលឲ្យអាចសរគសរជា ៖ 

3 4 7 1 4 7
S (cos cos cos ) (cos cos cos )

4 9 9 9 4 3 3 3

     
       

តាង 4 7 1 1 1 3
A cos cos cos

3 3 3 2 2 2 2

  
        

គ ើយ   
4 7

B cos cos cos
9 9 9

  
     
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គោយ 4 13
cos cos

9 9

 
   

7 13
B cos cos cos

9 9 9

  
     

គុណនឹង 2sin
3


 គគបាន 

7 13
2B. sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin

3 9 3 9 3 9 3

3 4 2 10 4 16 10
2 B. sin sin( ) sin sin sin sin

2 9 9 9 9 9 9

2 16 7
B 3 sin sin 2 sin cos( ) 0

9 9 9

      
  

     
      

  
     

 

គគទាញបាន B 0  

គគបាន 3 1 3 3
S B A 0

4 4 8 8
      ។ 

ែូចគនោះ 3 3 34 7 3
cos cos cos

9 9 9 8

  
    ។ 
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លហំាត់ទី៥១ 

ចូររាយថា  2 4 8 7
sin sin sin

7 7 7 2

  
      

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាង 2 4 8
S sin sin sin

7 7 7

  
    

គគមាន 2 5 4 3 8
sin sin , sin sin , sin sin

7 7 7 7 7 7

     
     

គ ើយ 2 8
sin sin sin

7 7 7

  
    និង 4

sin 0
7


  

គគបាន 5 3
S sin sin sin 0

7 7 7

  
     

គលើកអងគទាពំរីជាោគរគគបាន ៖ 

2 2 2 25 3 5 3 5 3
S sin sin sin 2sin sin 2sin sin 2sin sin

7 7 7 7 7 7 7 7 7

        
     

 

តាង 2 2 25 3
A sin sin sin

7 7 7

  
    
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10 6 2
cos cos cos

3 7 7 7

2 2

3 1 3 5
cos( ) cos( ) cos( )

2 2 7 7 7

3 1 3 5
( cos cos cos )

2 2 7 7 7

  
 

 

   
          

 

  
    

 

យក 5 3
B cos cos cos

7 7 7

  
     

គុណអងគទាងំពរីនឹង 2sin
7

  គគបាន ៖ 

5 3
2B sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin

7 7 7 7 7 7 7

      
     

តាមរបូមនត 2cosasinb sin(a b) sin(a b)     

5 3
2B sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin

7 7 7 7 7 7 7

6 4 4 2 2
2Bsin ( sin sin ) (sin sin ) sin

7 7 7 7 7 7

6
2Bsin sin sin( ) sin

7 7 7 7

      
   

     
    

   
       

 

គគទាញ 1
B

2
    ឲំ្យ 3 1 7

A
2 4 4

    
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តាង 5 3 5 3
C 2sin sin 2sin sin 2sin sin

7 7 7 7 7 7

     
     

   
2 8 4 6 2 4

cos cos cos cos cos cos
7 7 7 7 7 7

6 8
cos cos 2sin .sin( ) 0

7 7 7

     
     

  
      

 

គគបាន 2 7 7
S A C 0

4 4
      គោយ S 0   

គ ោះ 7
S

2
  ។ 

ែូចគនោះ 2 4 8 7
sin sin sin

7 7 7 2

  
     ។ 
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លហំាត់ទី៥២ 

ចូរកំនតរ់គបត់នមល x  កនុងចគ ល ោះ (0; )
2

  គោយែឹងថា ៖ 

3 1 3 1
4 2

sin x cosx

 
   

 

ដំក ោះត្ាយ 

កំនតរ់គបត់នមល x  កនុងចគ ល ោះ (0; )
2


 

3 1 3 1
4 2 (1)

sin x cosx

 
    

គគពនិិតយ sin sin
12 3 4

   
  

 
 

             
sin cos sin cos

3 4 4 3

3 2 2 1 6 2
. .

2 2 2 2 4

   
 


  

 

គ ើយ   cos cos
12 3 4

   
  

 
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cos cos sin sin

3 4 3 2

1 2 3 2 6 2
. .

2 2 2 2 4

   
 


  

 

សមោីរ (1)  អាចសរគសរគៅជា ៖ 

                           

3 1 3 1

2 2 2 2
2

sin x cos x

6 2 6 2

4 4 2
sin x cos x

sin cos
12 12 2

sin x cos x

sin cos x sin xcos 2sin xcos x
12 12

sin x sin 2x
12

 

 

 

 

 

 

 
 

 
  

 

 

គោយ 0 x
2


   គ ោះគគទាញ x

12


  ឬ 11

x
36


   

ែូចគនោះ 11
x { ; }

12 36

 
   ។ 
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លហំាត់ទី៥៣ 

គគឲ្យ 0a 2 3 6    និង 
2

n
n 1

n

a 5
a

2(a 2)






 រគប ់n 0   

ចូររាយថា 
n 3

n

2
a cot 2

3

 
  

 
 

  ចំគ ោះរគប ់n IN  

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 
n 3

n

2
a cot 2

3

 
  

 
 

   

ចំគ ោះ n 0  គគបាន 0a cot 2
24


   

2
cos 2cos 1 cos

24 24 12cot
24

sin 2sin cos sin
24 24 24 12

6 2
1 cos( ) 1

4 6 23 4 4

6 2 6 2sin( )
3 4 4

  



  

   

  
  

 
  

   
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2
4( 6 2) ( 6 2)

cot
24 4

4( 6 2) 8 4 3

4

2 2 3 6

   


  


   

 

គគទាញ 0a 2 3 6    

គ តុគនោះ 
n 3

n

2
a cot 2

3

 
  

 
 

  ពតិចំគ ោះ n 0  ។ 

សនមតថាវាពតិែល់តួទី k  គឺ 
k 3

k

2
a cot 2

3

 
  

 
 

  ពតិ 

គយើងនឹងរាយថាវាពតិែល់តួទី k 1  គឺ ៖ 

k 2

k 1

2
a cot 2

3





 
  

 
 

 ពតិ ។ 

គយើងមាន 
2

k
k 1

k

a 5
a

2(a 2)






  

គោយ
k 3

k

2
a cot 2

3

 
  

 
 
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គ ោះ 

2
k 3

k 1 k 3

2
cot 2 5

3
a

2
2cot

3



 

  
   

 
   

 
 
 
 

 

    

k 3 k 3
2

k 1 k 3

k 3
2

k 3

2 2
cot 4cot 1

3 3
a

2
2cot

3

2
cot 1

3
2

2
2cot

2

 

 





    
    

   
   

 
 
 
 

 
 

 
  
 
 
 
 

 

គោយគរបើរបូមនត 
2

cot a 1
cot 2a

2cota


  

គគបាន 
k 2

k 1

2
a cot 2

3





 
  

 
 

  ពតិ ។ 

ែូចគនោះ 
n 3

n

2
a cot 2

3

 
  

 
 

   ។ 
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លហំាត់ទី៥៤ 

គគឲ្យសវុីតននចំនួនពតិ ( )
n

t  កំណតគ់ោយ ៖ 

1
5 2 5t     និង 

3

1 2

3

1 3

n n

n

n

t t
t

t






  ដែល n IN   

ក) ចូររាយថា 
1

tan
5

t


   ។ 

ខ) គគតាង tan
n n

t u   ដែល 0
2

n
u


    រគប ់n IN  ។ 

ចូររាយថា ( )
n

u  ជាសវុីតធរណីមារតមយួ ។ 

គ)គណ  
n

u  និង n
t  ជាអនុគមនន៍ន n  ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 
1

tan
5

t


    

គគមាន 2 3

5 5

 
    

គ ោះ 2 3 3
tan tan( ) tan

5 5 5

  
     
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គោយ 
2

2tan
2 5tan
5

1 tan
5









 និង 
3

2

3tan tan
3 5 5tan
5

1 3tan
5

 










   

គគបាន 
3

2 2

2tan 3tan tan
5 5 5

1 tan 1 3tan
5 5

  

 



 

 

   

ឬ  
2

2 2

3 tan
2 5

1 tan 1 3tan
5 5



 



 

 

   តាង 2
tan

5
t


  

គោយ 
6 5 4

  
    គ ោះ 1 1

3
t     

គគបាន 2 3

1 1 3

t

t t


 

 
  ឲំ្យ 2

10 5 0t t    

' 25 5 20      គគទាញឬស 
1 2

5 2 5 , 5 2 5t t     

គោយ 1 1
3

t    គ ោះ 5 2 5t    

គគបាន 2
tan 5 2 5

5


    គ ោះ tan 5 2 5

5


   

ែូចគនោះ 
1

5 2 5 tan
5

t


     ។ 
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ខ) រាយថា ( )
n

u  ជាសវុីតធរណីមារតមយួ  

គគមាន  tan
n n

t u   ដែល 0
2

n
u


    រគប ់n IN   

គគបាន 
1 1

tan
n n

t u
 
   គោយ 

3

1 2

3

1 3

n n

n

n

t t
t

t






 

គ ោះ  
3

1 2

3tan tan
tan tan3

1 3tan

n n

n n

n

u u
u u

u



 


 

គគទាញ 
1

3
n n

u u

  រគប ់n IN  ។ 

ែូចគនោះ ( )
n

u  ជាសវុីតធរណីមារតមានគរសុង 3q    ។ 

គ)គណ  
n

u  និង n
t  ជាអនុគមនន៍ន n  ៖ 

គោយ ( )
n

u  ជាសវុីតធរណីមារតមានគរសុង 3q    គ ោះគគបាន 

1

1

n

n
u u q

    គោយ 
1 1

tan tan
5

t u


    គ ោះ 
1

5
u


  

ែូចគនោះ 1
3

5

n

n
u

     និង 1
tan 3

5

n

n
t

  
  

 
  ។ 
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លហំាត់ទី៥៥ 

គគឲ្យ n
P (cota cota)(cota cot 2a)...(cota cot(na))      

ចូរបង្វា ញថា 
n n 1

sin(n 1)a
P

sin a



   ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

បង្វា ញថា 
n n 1

sin(n 1)a
P

sin a



    

គគមាន   
n

n

k 1

P cota cot(ka)


    

គោយ sin(k 1)a
cota cot(ka)

sinasin(ka)


   

គគបាន 
n n

n n
k 1 k 1

sin(k 1)a 1 sin(k 1)a
P

sinasin(ka) sin a sin(ka) 

  
   

 
   

គោយ 
n

k 1

sin(k 1)a sin2a sin3a sin(n 1)a sin(n 1)a
. ...

sin(ka) sina sin2a sin(na) sina

  
   

ែូចគនោះ 
n n 1

sin(n 1)a
P

sin a



   ។ 
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លហំាត់ទី៥៦ 

ចូរគណ ផលគុណ   
1

1 tan tan( )


 
n

n

k

P a ka   ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

គណ ផលគុណ   
1

1 tan tan( )


 
n

n

k

P a ka    

គគមាន cosacos(ka) sinasin(ka)
1 tanatan(ka)

cosacos(ka)


   

                                 cos(k 1)a

cosacos(ka)


  

គគបាន  
1

1 tan tan( )


 
n

n

k

P a ka    

              
n n

n
k 1 k 1

cos(k 1)a 1 cos(k 1)a

cosacos(ka) cos a cos(ka) 

  
   

 
   

គោយ 
n

k 1

cos(k 1)a cos2a cos3a cos(n 1)a cos(n 1)a
. ...

cos(ka) cosa cos2a cos(na) cosa

  
   

ែូចគនោះ 
n n 1

cos(n 1)a
P

cos a



    
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លហំាត់ទី៥៧ 

រតគីោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c   ។ 

ចូររាយថា 
2 2 2

2 2 2
4 sin sin sin

2 2 2

 
     

 

a b c A B C

bc ca ab
  

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 
2 2 2

2 2 2
4 sin sin sin

2 2 2

 
     

 

a b c A B C

bc ca ab
  

តាមរទឹសតីបទសីុនូស 2 2 2
2 cos  a b c bc A 

គោយ 2 2
2 b c bc  គ ោះ 2 2

2 2 cos 4 sin
2

  
A

a bc bc A bc  

គគទាញ 
2

2
4sin (1)

2


a A

bc
  

រាយែូចគ្នន  
2

2
4sin (2)

2


b B

ac
  នងិ 

2
2

4sin (3)
2


c C

ab
 

បូកវសិមភាព (1) , (2) និង (3) អងគ និងអងគគគបាន ៖ 
2 2 2

2 2 2
4 sin sin sin

2 2 2

 
     

 

a b c A B C

bc ca ab
 ។ 
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លហំាត់ទី៥៨ 

រតគីោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

ចូររាយថា 
3 3 3

cos cos cos 3

2
  

A B C

a b c abc
  ។   

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 
3 3 3

cos cos cos 3

2
  

A B C

a b c abc
  ។  ។  

តាមរទឹសតីបទសីុនូស 2 2 2
2 cos  a b c bc A 

គគទាញបាន 
2 2

2 2 2 2

2 cos 2
1 (1)   

bc A b c bc

a a a a
  រាយែូចគ្នន ដែរ   

2 2

2 cos 2
1 (2) 

ac B ac

b b
  និង 2 2

2 cos 2
1 (3) 

ab C ab

c c
 

បូក (1),(2)នងិ(3)គគបាន ៖ 

2 2 2 2 2 2

2 cos 2 cos 2 cos
3 2 6

 
       

 

bc A ca B ab C bc ac ab

a b c a b c
 

គគទាញ 
3 3 3

cos cos cos 3

2
  

A B C

a b c abc
  ។ 
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លហំាត់ទី៥៩ 

រតគីោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

ចូររាយថា sin sin sin
2 2 2
    

  

A B C a b c

b c c a a b
  

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាមរទឹសតីបទសីុនូស 
sin sin sin

 
a b c

A B C
 

គគបាន 
2sin cos

sin 2 2

sin sin
2sin cos

2 2

 
  

A A

a A

B C B Cb c B C
 

គោយ sin sin cos
2 2 2 2

  
   

 

B C A A   និង cos 1
2




B C  

គគទាញបាន sin
2




a A

b c
  ។   

រាយែូចគ្នន ដែរ sin
2




b B

c a
  និង sin

2




c C

a b
 ។  

ែូចគនោះ   sin sin sin
2 2 2
    

  

A B C a b c

b c c a a b
  ពតិ ។ 
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លហំាត់ទី៦០ 

រតគីោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

ចូររាយថា tan tan
2 2

 




a b A B C

a b
  រចួសរគសររបូមនតពរីគទៀត 

ដែលរសគែៀងគ្នន គនោះ ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាមរទឹសតីបទសីុនូស 
sin sin sin

 
a b c

A B C
 

គគបាន 
2sin cos

sin sin 2 2

sin sin
2sin cos

2 2

 
 

 
  

A B A B

a b A B

A B A Ba b A B
 

គោយ sin cos
2 2




A B C   និង cos sin
2 2




A B C  

ែូចគនោះ   tan tan
2 2

 




a b A B C

a b
  ។ 

ែូចគ្នន ដែរ  tan tan
2 2

 




b c B C A

b c
  និង tan tan

2 2

 




c a C A B

c a
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លហំាត់ទី៦១ 

រតគីោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ 

ចូររាយថា sin
2 2


A a

bc
 រចួទាញថា 1

sin sin sin
2 2 2 8


A B C  ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាមរទឹសតីបទសីុនូស 2 2 2
2 cos  a b c bc A គោយ 2 2

2 b c bc   

គ ោះ 2 2
2 2 cos 4 sin

2
  

A
a bc bc A bc  ឬ 

2
2

sin
2 4


A a

bc
    

ែូចគនោះ sin
2 2


A a

bc
  ។ 

រាយែូចគ្នន ដែរ sin
2 2


B b

ac
  និង sin

2 2


C c

ab
 

គគបាន 1
sin sin sin . .

2 2 2 82 2 2
 

A B C a b c

bc ac ab
 

ែូចគនោះ 1
sin sin sin

2 2 2 8


A B C  ។ 
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លហំាត់ទី៦២ 

គគឲ្យ , ,    ជាបីចំនួនពតិដែល 3
sin sin sin

2
       

ចូររាយថា sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6

     
  

     ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6

     
  

      

គយើងឧបមាថា sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6

     
  

     ពតិ 

សមមូល cos cos cos 3
(sin sin sin )

2 2

 
  

  
     

គោយ 3
sin sin sin

2
       

គ ោះ cos cos cos 3 3

2 4

 


    

គគទាញ  3 3
cos cos cos

2
      ។ 
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ពនិិតយ  sin( ) sin( ) sin( )
3 3 3

     T
  

     

             sin sin sin 3(cos cos cos ) 

2 2

   
 

        

គោយ  3
sin sin sin

2
     និង 3 3

cos cos cos
2

      

គគទាញ 3 9
3

4 4
  T  មនិពតិ គរ ោះរគបច់នួំនពតិ , ,    

គគមាន sin( ) sin( ) sin( ) 1 1 1 3
3 3 3

         T
  

    

 ឲំ្យោរឧបមាខាងគលើខុស ។ 

ែូចគនោះ sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6

     
  

     ។ 
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លហំាត់ទី៦៣ 

គគឲ្យ   និង   ជាពរីចំនួនពតិននចគ ល ោះ 0,
2

 
 
 

   ។ 

ចូរបង្វា ញថា 6 2 2 6
sin 3sin cos cos 1        

លុោះរតាដត      ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាងសំគណើ  6 2 2 6
: sin 3sin cos cos 1  p      

                 : q     ។  គែើមបរីាយថា p q  ពតិ 

គយើងរតូវរាយថា p q  ពតិ និង q p  ពតិ ។ 

គយើងរាយថា p q  ពតិ ៖ 

តាម 6 2 2 6
sin 3sin cos cos 1       គគអាចសរគសរ ៖ 

       
3 3

2 2 3 2 2
sin cos ( 1) 3 sin cos 1 0          

គោយគរបើសមភាព ៖ 



102 លហំាត់អនុគមន៍ត្តីកោណមាត្តកត្រើសករ ើស 
 

 

 

រ ៀបរ ៀងរោយ លមឹ ផលគនុ Page 148 

 

3 3 3 2 2 21
3 ( ) ( ) ( ) ( )

2
            a b c abc a b c a b b c c a  

គបើគគយក 2 2
sin , cos , 1   a b c   គ ោះគគបាន ៖ 

2 2 2

0 (1)

( ) ( ) ( ) 0 (2)

  


     

a b c

a b b c c a
 

តាម (2) គគទាញ  a b c  ឬ 2 2
sin cos 1     (មនិអាច) 

តាម(1)គគបាន 2 2
sin cos 1 0     ឬ 2 2 2

sin 1 cos sin        

គោយ , 0,
2

 
  
 


    គ ោះ     ។ 

គយើងរាយថា q p  ពតិ ៖ 

គបើ     គ ោះគយើងរតូវរាយថា ៖ 

 6 2 2 6
sin 3sin cos cos 1        ពតិរគប ់ 0,

2

 
  
 


  

តាម 3 3 3
3 ( ) ( )    a ab a b b a b  យក 2 2

sin , cos a b   

គគបាន 6 2 2 6
sin 3sin cos cos 1        ពតិ 

ែូចគនោះ 6 2 2 6
sin 3sin cos cos 1       លុោះរតាដត    ។ 
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លហំាត់ទី៦៤ (APMC 1982) 

ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា ៖ 

1 1

3
tan 1 cot 1

3 3 1 3 3 1 

      
        

       
 

k kn n

n n
k k

    

   

ដំក ោះត្ាយ 

តាង 3
tan 1

3 3 1

  
   

  

k

k n
a

  និង tan 1
3 3 1

  
   

  

k

k n
b

   

គែើមបរីាយថា  
1 1

1

 

 
  

 
 

n n

k

k k k

a
b
  ពតិ 

គយើងរគ្ននដ់តរាយថា  
1

1



n

k k

k

a b   ពតិ 

យក 
1

3
tan

3 1






k

k n
t

   គ ោះគគបាន ៖ 

1 33 3
tan 1 tan

3 3 1 3 3 1 1 3

     
        

      

k k

k

k n n

k

t
a

t

     

និង 
1 33

tan 1 tan
3 3 1 3 3 1 1 3

     
        

      

k k

k

k n n

k

t
b

t

    
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គគបាន 
2 3

1

2 2

3 31

1 3 1 3


 

   
 

k k k k

k k

k k k k

t t t t
a b

t t t t
 

គរ ោះតាមរបូមនត 
3

2

3tan tan
tan3

1 3tan






 



  

គគបាន  
3

12

3

1 3







k k

k

k

t t
t

t
  ។ 

គ តុគនោះ   1 3 1 12

1 1 1 2 1

. ...  

 

   
n n

k n n

k k

k k k n

t t t tt
a b

t t t t t
   

គោយ 
1

3
tan

3 1






k

k n
t

   គ ោះ 
1

tan
3 1


n

t
  

គ ើយ 1

3
tan tan tan

3 1 3 1 3 1


 
    

   

n

n n n n
t

  
  

គគបាន  
1

tan
3 1 1

tan
3 1



 




n n

k k

k
n

a b




  ពតិ 

ែូចគនោះ 
1 1

3
tan 1 cot 1

3 3 1 3 3 1 

      
        

       
 

k kn n

n n
k k

   ។ 
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លហំាត់ទី៦៥ 

គគែឹងថា cosx cosy cosz sinx siny sinz
a

cos(x y z) sin(x y z)

   
 

   
  

ចូររាយថា cos(x y) cos(y z) cos(z x) a       

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា cos(x y) cos(y z) cos(z x) a        

តាង ix iy iz
u e , v e , w e     គគបាន៖ 

   u v w cosx cosy cosz i sinx siny sinz         

គ ើយ i(x y z)
uvw e cos(x y z) isin(x y z)

         

គគមាន  cosx cosy cosz sinx siny sinz
a

cos(x y z) sin(x y z)

   
 

   
 

 ឲំ្យ  (cosx cosy cosz) i(sinx siny sinz)
a

cos(x y z) icos(x y z)

    


    
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i(y z) i(x z) i(x y)

u v w
a

uvw

1 1 1
a

vw uw uv

e e e a
     

 


  

  

 

តាមសមភាពគនោះគគទាញបាន ៖ 

 cos(x y) cos(y z) cos(z x) a       

និង sin(x y) sin(y z) sin(z x) 0       

ែូចគនោះ  cos(x y) cos(y z) cos(z x) a        ។ 
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លហំាត់ទី៦៦ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុង , ,A B C  ។ ចូរបង្វា ញថា ៖ 
2 2 2

cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C      រចួទាញថា 

គបើ , ,A B C  ជាមុរំសួចគ ោះ  2 2 2
sin sin sin 2A B C    ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

បង្វា ញថា ៖ 

2 2 2
cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C       

គគមាន 2 1 cos2
cos

2

A
A


  និង 2 1 cos2

cos
2

B
B


  

គគបាន 2 2 cos2 cos2
cos cos 1

2

A B
A B


    

គោយ cos2 cos2 2cos( )cos( )A B A B A B     

                               2cos( )cos( )

2cos cos( )

C A B

C A B

  

  
 

គ ោះ 2 2
cos cos 1 cos cos( )A B C A B     
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     2 2 2 2
cos cos cos 1 cos cos( ) cosA B C C A B C        

     
 

 

2 2 2
cos cos cos 1 cos cos( ) cos

1 cos cos( ) cos( )

1 2cos cos cos

A B C C A B C

C A B A B

A B C

     

    

 

 

ែូចគនោះ 2 2 2
cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C      ។ 

ទាញថាគបើ , ,A B C  ជាមុរំសួចគ ោះ  2 2 2
sin sin sin 2A B C    

គគមាន 2 2 2
cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C       

តាមរបូមនត 2 2
cos 1 sin    គ ោះគគបាន ៖ 

2 2 2
3 (sin sin sin ) 1 2cos cos cosA B C A B C      

គគទាញ 2 2 2
sin sin sin 2 2cos cos cosA B C A B C     

គបើ , ,A B C  ជាមុរំសួចគ ោះ  
cos 0

cos 0

cos 0

A

B

C





 

 

 ឲំ្យ 2 2cos cos cos 2A B C   ។ 

ែូចគនោះគបើ , ,A B C  ជាមុរំសួចគ ោះ  2 2 2
sin sin sin 2A B C     ។ 
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លហំាត់ទី៦៧ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុង , ,A B C  ។  

ចូរបង្វា ញថា  cos 2(cos cos ) 2A B C     ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

បង្វា ញថា  cos 2(cos cos ) 2A B C     

2
cos 2(cos cos ) 1 2sin 2 2 cos cos

2 2 2

A B C B C
A B C

 
       

គោយ cos cos sin
2 2 2 2

B C A A  
   

 
 និង cos 1

2

B C
  

គគបាន 2
cos 2(cos cos ) 1 2sin 2 2 sin

2 2

A A
A B C       

គោយ  
2

2 2
1 2sin 2 2 sin 2 2 sin 2

2 2 2 2

A A A 
      

 
 

ែូគចនោះ cos 2(cos cos ) 2A B C     ។ 
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លហំាត់ទី៦៨ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុង , ,A B C  ។  

ចូរបង្វា ញថា  cot cot cot 3A B C     ។ 
 

ដំក ោះត្ាយ 

គគមាន sin( ) 2sin
cot cot

sin sin cos( ) cos

A B C
A B

A B A B C


  

 
 

គោយ cos( ) 1A B   គ ោះ 2sin
cot cot 2tan

1 cos 2

C C
A B

C
  


 

         
2

cot 1
2cot cot cot 2tan cot 2tan

2 2
2cot

2

C

C C
A B C C

C



        

           
2

cot 3
12cot cot cot cot 3tan
2 2 2

2cot
2

C

C C
A B C

C


 

     
 

 

គោយ cot 3tan 3
2 2

C C
   ( តាម AM GM  ) ។ 

ែូចគនោះ cot cot cot 3A B C     ។              
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លហំាត់ទី៦៩ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុងជាមុរំសួច នងិមានរជុង 

 , ,BC a AC b AB c    ។ 

គបើ 
2

b c
a


  គ ោះបង្វា ញថាមុ ំ 

2

B C
A


   ។  

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាមរទសតីបទសីុនូស 

2
sin sin sin

a b c
R

A B C
    គ ោះ 

2 sin

2 sin

2 sin

a R A

b R B

c R C





 

 

វសិមមភាព  
2

b c
a


  សមមូល 2 sin sin sinR A R B R C   

ឬ sin sin
sin sin cos sin

2 2 2 2

B C B C B C B C
A

   
    

គោយ A និង 
2

B C  ជាមុរំសួចគ ោះ 
2

B C
A


   ។ 

ែូចគនោះ គបើ 
2

b c
a


  គ ោះ 

2

B C
A


   ។  
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លហំាត់ទ៧ី០ 

គគឲ្យរតគីោណABCមយួមានមានរជុង , ,BC a AC b AB c    ។ 

តាង S  ជានផទរកលាននរតគីោណ ។  

ក) ចូររាយថា 
2 2 2

4 3
cos( )

3 4

b c a S
A

bc

   
   

ខ)ទាញឲ្យបានថា 2 2 2
4 3a b c S   ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 
2 2 2

4 3
cos( )

3 4

b c a S
A

bc

   
    

តាមរទឹសតីបទកូសីុនូស 2 2 2
2 cosa b c bc A    

គគទាញបាន 2 2 2
2 cosb c a bc A    គ ើយ 1

sin
2

S bc A  

គគបាន 2 2 2
4 3 2 cos 2 3 sinb c a S bc A bc A      

                                      
1 3

4 ( cos sin )
2 2

4 cos
3

bc A A

bc A


 

 
  

 
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ែូចគនោះ  
2 2 2

4 3
cos( )

3 4

b c a S
A

bc

   
    ។ 

ខ)ទាញឲ្យបានថា 2 2 2
4 3a b c S     

គគមាន 
2 2 2

4 3
cos( )

3 4

b c a S
A

bc

   
     

គោយ cos 1
3

A
 
  

 
  គ ោះ 

2 2 2
4 3

1
4

b c a S

bc

  
    

គគទាញ 2 2 2
4 4 3bc b c a S     

សមមូល 2 2 2 2
2( ) 4 3a b c b c S       គោយ 2

( ) 0b c   

ែូចគនោះ 2 2 2
4 3a b c S     ។ 
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លហំាត់ទ៧ី១ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួដកងរតង ់A  ។  

តាងរជុង ,BC a AC b    និង AB c   ។  

ចូររាយថា 2

2

2
cos

2

B C bc

a


   ?  

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 2

2

2
cos

2

B C bc

a


    

សនមតថា B C  គ ោះតាមវសិមភាព AM GM  គគមាន ៖ 

     sin sin
sin sin

2

B C
B C


   

ឬ   sin cos sin sin
2 2

B C B C
B C

 
   

គោយ 2
sin sin

2 4 2

B C 
   និង sin , sin

b c
B C

a a
   

គគបាន 
2

2
cos

2 2

B C bc

a


   សមមលូ 2

2

2
cos

2

B C bc

a


   ពតិ។ 
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លហំាត់ទ៧ី២ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុ ំ
2

A


  ។  

តាងរជុង ,BC a AC b    និង AB c   ។  

ចូររាយថា  
6

3 3
cos

54

a
A

b c
   ? 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា  
6

3 3
cos

54

a
A

b c
    

គបើ 
2

A


   គ ោះ cos cosA A   ។ តាមរទឹសតីបទសីុនូសគគបាន ៖ 

2 2 2 2 2
2 cos 2 cosa b c bc A b c bc A        

តាមវសិមភាព AM GM  គគបាន ៖ 

2 2 2 3 332 cos 3 2 . cosa b c bc A b c A      

គគទាញ 
6

3 3
cos

54

a
A

b c
   ពតិ ។ 
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លហំាត់ទ៧ី៣ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួ ។ P  ជាចំណុចគៅកនុង ABC  ដែល 

PAB PBC PCA      ។ 

ក)ចូររាយថា cot cot cot cotA B C      ។ 

ខ)ទាញឲ្យបានថា 
6


    ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា cot cot cot cotA B C       
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តាង , , , , ,BC a AC b AB c PA x PB y PC z       

តាមរទឹសតីបទកូសីុនូសអនុវតតនក៍នុង , ,PAB PBC PCA    

គគបាន   
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

2 cos

x z b bz

y x c cx

z y a ay







   


  


  

 

បូកសមោីរបីគនោះអងគ និង អងគគគបាន ៖ 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2( )cosx y z x y z a b c ay bz cx             

គគទាញ 
2 2 2

cos (1)
2( )

a b c

ay bz cx


 


 
 

គគមាន 
ABC PAB PBC PCA

S S S S    គោយ 

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

PAB

PBC

PCA

S cx

S ay

S bz




















 

គគបាន 1
( )sin

2
ABC

S cx ay bz      

គគទាញ 2
sin (2)ABC

S

cx ay bz
 

 
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គធវើផលដចករវាង (1) និង (2) គគបាន 
2 2 2

cot (3)
4

ABC

a b c

S


 
  

មា៉ាងគទៀតតាមរទឹសតីបទកូសីុនូសគគមាន 2 2 2
2 cosa b c bc A    

គគទាញ 
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
   គ ើយ 1

sin
2

ABC
S bc A  

គគទាញ 2
sin ABC

S
A

bc
   ។ គ តុគនោះ 

2 2 2

cot
4

b c a
A

S

 
  

ែូចគ្នន ដែរ 
2 2 2 2 2 2

cot , cot
2 2

c a b a b c
B C

ca ab

   
   

គគបាន 
2 2 2

cot cot cot (4)
4

ABC

a b c
A B C

S

 
    

តាម (3) នងិ (4) គគបាន cot cot cot cotA B C      ពតិ ។ 

ខ)ទាញឲ្យបានថា 
6


     

គគមាន cot cot cot cotA B C       

គោយ cot cot cot 3A B C     (គមើលលំហាតទ់ី៦៨) 

គគបាន cot 3 cot
6


      ឲំ្យ  

6


    ។ 
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លហំាត់ទ៧ី៤(IMO1966) 

គគឲ្យរតគីោណ ABCមយួមានរជុង , ,BC a AC b AB c   ។ 

ចូរបង្វា ញថាគបើ  tan tan tan
2

C
a b a A b B    គ ោះ ABC  

ជារតគីោណសមបាត ។ 

ដំក ោះត្ាយ 

តាង tan
2

A
u    និង tan

2

C
v   

គគបាន 1
tan tan cot

2 2 2 2

C A B A B uv

u v

    
    

 
 

គ ើយ 2 2

2 2
tan , tan

1 1

u v
A B

u v
 

 
  ។ 

តាមរទឹសតីបទសីុនូស 2 2

2 2
2 sin 2 , 2

1 1

u v
a R A R b R

u v
  

 
 

ដែល R  ជាោរំងវងច់ារកឹគរៅននរតគីោណ ។ 

សមភាព  tan tan tan
2

C
a b a A b B    សមមលូ ៖ 

2 2

2 2 2 2 2 2

1
4 4

1 1 (1 )(1 ) (1 )(1 )

u v uv u v
R R

u v u v u u v v

  
    

         
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ប ទ បព់បីរងមួគគបាន ៖ 

2 2 2 2 2 2
( ) (1 )(1 ) 2(1 ) ( )u v u v uv u v        

គគមាន 2 2 2
( ) 2( ) (1)u v u v     (វសិមភាពCauchy Schwarz ) 

2 2 2 2 2
(1 )(1 ) (1 ) ( ) (1 ) (2)u v uv u v uv         

គុណវសិមភាព(1)និង(2) អងគ នងិ អងគគគបាន  

2 2 2 2 2 2
( ) (1 )(1 ) 2(1 ) ( )u v u v uv u v        

គែើមបឲី្យវសិមភាពគនោះោល យជាសមភាពលុោះរតាដត (1) និង (2)  

ោល ជាសមភាពគ លគឺគគរតូវឲ្យ u v  គ ោះ tan tan
2 2

A B
  

សមមូល A B  សមមលូ a b  ។ 

ែូចគនោះគបើ  tan tan tan
2

C
a b a A b B    គ ោះ ABC  

ជារតគីោណសមបាត ។ 
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លហំាត់ទ៧ី៥ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានរជងុ , ,a b c  ។ 

ក) ចូររាយថា 
2 2 2

2
1 cos cos cos

8

a b c
A B C

R

 
   

ដែល R  ជាោរំងវងច់ារកឹគរៅននរតគីោណ ។ 

ខ) ទាញឲ្យបានថា 2 2 2 2
9a b c R     ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក) រាយថា 
2 2 2

2
1 cos cos cos

8

a b c
A B C

R

 
     

តាមរទឹសតីបទសីុនូស 2
sin sin sin

a b c
R

A B C
    

ដែល R  ជាោរំងវងច់ារកឹគរៅននរតគីោណ ។ 

គគបាន 2 2 2 2 2 2 2
4 (sin sin sin )a b c R A B c      

គគទាញ 
2 2 2

2 2 2

2
sin sin sin (1)

4

a b c
A B C

R

 
    
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គយើងនឹងរាយថា ៖ 

2 2 2
sin sin sin 2 2cos cos cosA B C A B C       

គគមាន 2 1 cos2
sin

2

A
A


   និង 2 1 cos2

sin
2

B
B


  

គគបាន 2 2 cos2 cos2
sin sin 1

2

A B
A B


    

                               
1 cos( )cos( )

1 cos( )cos( )

1 cos cos( )

A B A B

C A B

C A B



   

   

  

 

គ ើយ 2 2
sin 1 cosC C   គ ោះគគបាន 

2 2 2 2
sin sin sin 2 cos cos( ) cosA B C C A B C        

                              
 

 

2 cos cos( ) cos

2 cos cos( ) cos( )

2 2cos cos cos

C A B C

C A B A B

A B C

   

    

 

  

ែូចគនោះ   
2 2 2

2
1 cos cos cos

8

a b c
A B C

R

 
    ។ 

ខ) ទាញឲ្យបានថា 2 2 2 2
9a b c R      

តាមរទឹសតីបទកូសីុនូស   
2 2 2 2 2 2

cos , cos
2 2

b c a c a b
A B

bc ca

   
   
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និង  
2 2 2

cos
2

a b c
C

ab

 
  ។ 

គគបាន 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( )( )
cos cos cos

8

b c a c a b a b c
A B C

a b c

     
  

តាង 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

x b c a

y c a b

z a b c

   


  


  

  គ ោះ 
2

2

2

2

2

2

x y c

y z a

z x b

  


 


 

 

គគបាន cos cos cos
( )( )( )

xyz
A B C

x y y z z x


  
   

តាមវសិមភាព AM GM  គគមាន   
2

2

2

x y xy

y z yz

z x zx

  


 


 

   

 ឲំ្យ   ( )( )( ) 2 .2 .2 8x y y z z x xy yz zx xyz      

គគទាញ 1
cos cos cos

( )( )( ) 8

xyz
A B C

x y y z z x
 

  
   

គគទាញ 
2 2 2

2

1 9
1 cos cos cos 1

8 8 8

a b c
A B C

R

 
        

ែូចគនោះ 2 2 2 2
9a b c R     ។ 
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លហំាត់ទ៧ី៦ (IMO 1977)
 

គគឲ្យអនុគមន ៍ f  កណំតគ់ោយ ៖ 

( ) 1 cos sin cos2 sin2f x a x b x A x B x       

ដែល , , ,a b A B  ជាចនួំនពតិ ។ 

ចូររាយថាគបើរគប ់ : ( ) 0x IR f x   គ ោះ 2 2
2a b   

និង 2 2
1A B    ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាង 2 2
r a b    និង 2 2

R A B   គ ើយយក   និង   ដែល  

cos , sin
a b

r r
    និង cos2 ,sin2

A B

R R
    

គគបាន ( ) 1 cos sin cos2 sin2f x a x b x A x B x       

                   1 cos( ) cos(2 2 )r x R x       

គគមាន ( ) 1 cos( )f r R       



102 លហំាត់អនុគមន៍ត្តីកោណមាត្តកត្រើសករ ើស 
 

 

 

រ ៀបរ ៀងរោយ លមឹ ផលគនុ Page 171 

 

និង ( ) 1 cos( ) 1 cos( )f r R r R                 

គគបាន ( ) ( ) 2 2 0f f R         គ ោះ 1R   

សមមូល 2 2
1A B    ឬ 2 2

1A B    ។ 

គគមាន 2
( ) 1 sin(2 2 )

4 2
f r R


        

និង 2
( ) 1 sin(2 2 )

4 2
f r R


       

គគបាន ( ) ( ) 2 2 0
4 4

f f r
 

        គ ោះ 2r   

សមមូល 2 2
2a b    ឬ 2 2

2a b    ។ 

ែូចគនោះគបើរគប ់ : ( ) 0x IR f x   គ ោះ 2 2
2a b   

និង 2 2
1A B    ។ 
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លហំាត់ទ៧ី៧ 

គគឲ្យរតគីោណ  ABC  មយួ ។ ចូររាយថា 
3

A


  លុោះរតាដត  

( )( )
4

bc
p b p c     ដែ , ,a b c  ជារជុង និង 

2

a b c
p

 
  ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

គយើងមាន 
3

A


  សមមលូ 1
sin sin

2 6 2

A 
   

សមមូល 2 1
sin

2 4

A
   គោយ 2 1 cos

sin
2 2

A A
  

សមមូល  1 cos 1

2 4

A
  សមមលូ 1

cos
2

A   

គោយ 
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
   (រទឹសតីបទកូសីុនូស) 

គគបាន 
2 2 2

1

2 2

b c a

bc

 
   សមមលូ 2 2 2

b c a bc    

សមមូល 2 2
( ) ( )( )a b c a b c a b c bc          

សមមូល 4( )( )p b p c bc     ឬ  ( )( )
4

bc
p b p c    ពិត ។ 
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លហំាត់ទ៧ី៨ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានរជងុ , ,a b c   ។ 

ចូររករបគភទននរតគីោណគនោះគោយែឹងថា sin
2 2

A a

bc
   ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រករបគភទននរតគីោណគនោះ 

គគមាន  sin
2 2

A a

bc
  គ ោះ 

2
2

sin
2 4

A a

bc
  

គោយ 2 1 cos
sin

2 2

A A
   និង 

2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
  

គគបាន 
2 2 2

21
2

2 4

b c a

abc

bc

 


   

       
2 2 2 2

2

2 2

bc b c a a

bc bc

  
  

                   2
( ) 0b c      ឲំ្យ b c  

ែូចគនោះ ABC  ជារតគីោណសមបាតកពូំល A   ។ 
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លហំាត់ទ៧ី៩ 

កនុងរគបរ់តគីោណ ABC  ចូររាយថា ៖ 

2 2

4cos
sin sin 2

sin sin 1 sin
2 2 2

A

B C

C B A
 



 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា  
2 2

4cos
sin sin 2

sin sin 1 sin
2 2 2

A

B C

C B A
 



 

តាង , ,a b c  ជារជុងនន ABC   និង 
2

a b c
p

 
  ជាកនលោះបរមិារត 

គគមាន 1 1
sin sin

2 2
S ac B ab C   ( S  ជានផទរកលារតគីោណ ) 

គគបាន 2
sin

S
B

ac
   និង 2

sin
S

C
ab

  ។ 

គ ើយ ( )( ) ( )( )
sin , sin

2 2

A p b p c B p a p c

bc ac

   
   
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( )( )
sin

2

A p a p b

ab

 
   និង ( )

cos
2

A p p a

bc


  ។ 

វសិមភាពសមមលូ ៖ 

( )2 2

4
( )( ) ( )( ) ( )( )

1

p p aS S

bcac ab
p b p a p c p a p b p c

ab ac bc



 
     



 

( )2

( ) ( ) ( )( )

p p aS b c

p a c p b b p c bc p b p c

 
  

      
 

គោយ ( )( )( )S p p a p b p c     គ ោះគគបាន ៖ 

( )( ) ( )( )
2

( ) ( ) ( )

p b p c bc p b p cb c

p a c p b b p c p p a

     
  

    
 

 ( )( ) 2 ( )( )
( ) ( )

b c
p p b p c bc p b p c

c p b b p c

 
       

  
  

តាមវសិមភាព AM GM  គគមាន 

( )( ) 2
( ) ( )

b c
p b p c

c p b b p c

 
    

  
 និង ( )( )p bc p b p c     

គ ោះគគបានវសិមភាពខាងគលើពតិ ។ 
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លហំាត់ទី៨០ 

ក.ចូរគណ តនមលរបាកែនន tan
8

    

ខ.ចូរគោោះរាយសមោីរ  

   2 2
sin x 2 sinx.cosx ( 2 1) cos x 0      

គ.ចូរគោោះរាយសមោីរ tan x 2 1 1

1 ( 2 1) tan x 3

 


 
    

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក.គណ តនមលរបាកែនន tan
8

    

តាមរបូមនត 
2

2tana
tan 2a

1 tan a



   គោយយកតនមល a

8


  

គគបាន 
2

2tan
8tan

4
1 tan

8







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2

2tan
81

1 tan
8








   ឲំ្យ  2
tan 2tan 1 0

8 8

 
    

តាង t tan
8


   ដែល t 0  

គគបាន 2
t 2t 1 0 ; ' 1 1 2         

គគទាញឬស 1 2t 1 2 , t 1 2 0       (មនិយក) 

ែូចគនោះ  tan 2 1
8


    ។ 

ខ. គោោះរាយសមោីរ ៖ 

     2 2
sin x 2 sinx.cosx ( 2 1) cos x 0      

ដចកអងគទាងំពរីនងឹ 2
cos x 0  គគបានសមោីរ ៖ 

2
tan x 2 tanx ( 2 1) 0     . 

តាង t tanx  គគបាន ៖ 
2

t 2 t ( 2 1) 0      គោយ a b c 0    

គគទាញឬស 1 2t 1 ; t 2 1    ។ 
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-ចំគ ោះ t 1  គគបាន tanx 1   ឲំ្យ x k , k Z
4


     

-ចំគ ោះ t 2 1   គគបាន tanx 2 1    

 ឲំ្យ x k , k Z
8


     

ែូចគនោះ  x k , x k , k Z
4 8

 
         ។ 

គ. គោោះរាយសមោីរ ៖ 

   tan x 2 1 1

1 ( 2 1) tan x 3

 


 
   គោយ tan 2 1

8


   គគបាន  

  

tan x tan
38

3
1 tan x.tan

8

tan(x ) tan
8 6









 
 

 

 គគទាញ x k
8 6

 
     ឬ x k , k Z

24


       
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លហំាត់ទី៨១ 

គគឲ្យសមោីរ 3 3
(E) : cos xcos3x sin xsin3x m   

ក.ចូរគោោះរាយសមោីរគនោះោលោ 3 3
m

8
   

ខ.រកលកខខ័ណ័ឌ សរមាប ់m  គែើមបឲី្យសមោីរគនោះមានឬស ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

ក.គោោះរាយសមោីរគនោះោលោ 3 3
m

8
   

គយើងមាន 3
sin3x 3sinx 4sin x    

 ឲំ្យ 3 1
sin x (3sinx sin3x)

4
   

គ ើយ   3
cos3x 4cos x 3cosx    

 ឲំ្យ 3 1
cos x (3cosx cos3x)

4
   

សមោីរ (E)  អាចសរសរ ៖ 
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2 2

2 2

3

3

1 1
(3cos x cos 3x)cos 3x (3sin x sin 3x)sin 3x m

4 4

3cos xcos 3x cos 3x 3sin xsin 3x sin 3x 4m

3(cos 3xcos x sin 3xsin x) (cos 3x sin 3x) 4m

3cos 2x cos6x 4m

4cos 2x 4m

cos 2x m

   

   

   

 





 

គោយ 3 3
m

8
  គគបាន 3

cos 2x
2

   

 ឲំ្យ x k ,k Z
12


      

ខ. រកលកខខ័ណ័ឌ សរមាប ់m  ៖ 

គែើមបឲី្យសមោីរគនោះមានឬសគគរគ្ននដ់តឲ្យ 31 m 1     

ឬ  m 1 , 1   ។ 
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លហំាត់ទី៨២ 

គគមានអនុគមនគ៍លខ f  កំនតព់សំីណំុ IN  គៅសំណំុ IR  

គោយ f (0) 0  និង n 2
f (n 1) 2f (n) tan

2



      

ចូរកំនតរ់ក f (n)  ? 

 

ដំក ោះត្ាយ 

កំនតរ់ក )n(f  

គគមាន 2n
2

tan)n(f2)1n(f



    

ដចកអងគទាងំពរីនងឹ n
2  គគបាន 

1
2

tan
2

1
)n(f

2

1
)n(f

2

1
2nn1nn 


  

គគមាន 
atanacot

2

atanacotatan

atan2

atan1

atan2
a2tan

22 





  

គគទាញ a2cot2acotatan    គោយយក 2n
2

a



  
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គគបាន 2
2

cot2
2

cot
2

tan
1n2n2n 





  

យក (២) ជួសកនុង (១) គគបាន  

1n1n2nn1nn
2
cot
2

1

2
cot
2

1
)n(f

2

1
)1n(f

2

1





    

]
2
cot
2

1

2
cot
2

1
[)]k(f

2

1
)1k(f

2

1
[

1k1k2kk

1n

0k
1kk

1n

0k















    

1n1n1n1n
2
cot)n(f

2
cot
2

1
)0(f2)n(f

2

1






  

ែូចគនោះ 
n 1

f (n) cot
2




   ។ 
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លហំាត់ទី៨៣ 

គគមានសវុីត )( nx  និង )( ny  កំណតគ់ោយ 








0

1

0

0

y

x
   និង  


















nnn

nnn

yaaxaay

yaaxaax

)cos(sin
2

1
)1(cotcos

2

1

)tan1(sin
2

1
)cos(sin

2

1

1

1

 

ដែល 
2

0

a   និង ....,2,1,0n  ។ 

ក. ចំគ ោះរគប ់ 0n  តាង ayaxu nnn sincos  និង  

     ayaxv nnn sincos  ។ 

      ចូររាយថា )( nu  និង )( nv  សុទឋដតជាសវុីត ធរណីមារត ។ 

ខ.គណ  nu  និង nv  ជាអនុគមនន៍ន n និង a  ។ 

គ. ទាញរក nx  និង ny  ជាអនុគមនន៍ន n និង a  ។ 
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ដំក ោះត្ាយ 

ក. រាយថា )( nu  និង )( nv  សុទឋដតជាសវុីតធរណីមារត  

គគមាន ៖ 

nnn yaaxaax )tan1(sin
2

1
)cos(sin

2

1
1   

គុណអងគទាងំពរីនឹង acos  គគបាន ៖ 

)1(
2

)sin(cossin

2

)cos(sincos
cos1 nnn y

aaa
x
aaa

ax



  

គគមាន ៖ 

nnn yaaxaay )cos(sin
2

1
)1(cotcos

2

1
1   

គុណអងគទាងំពរីនឹង asin  គគបាន ៖ 

)2(
2

)cos(sinsin

2

)sin(coscos
sin1 nnn y

aaa
x
aaa

ay



  

បូកសមោីរ )1(  និង )2(  អងគ និង អងគគគបាន ៖ 

)sincos(cossincos11 ayaxaayax nnnn   
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គោយ ayaxu nnn sincos  

គគទាញបាន nn uau .cos1   ឱំ្យ )( nu  ជាសវុីតធរណីមារត 

មានគរសុង aqu cos   ។ 

ែកសមោីរ )1(  និង )2(  អងគ និង អងគគគបាន ៖ 

)sincos(sinsincos11 ayaxaayax nnnn   

គោយ ayaxv nnn sincos   គគទាញ nn vav .sin1   

 ឱំ្យ )( nv  ជាសវុីតធរណីមារតមានគរសុង aqv sin   ។ 

ខ.គណ  nu  និង nv  ជាអនុគមនន៍ន n និង a   

គគមាន aayaxu cossincos000   

គគបាន aaaquu
nnn

un
1

0 coscos.cos
  

គ ើយ aayaxv cossincos000   

គគបាន aaqvv
nn

vn sin.cos0  

ែូចគនោះ aavau
n

n
n

n sincos,cos
1   ។ 
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គ. ទាញរក nx  និង ny  ជាអនុគមនន៍ន n និង a   

គោយ ayaxu nnn sincos  

និង  ayaxv nnn sincos  

គគបាន axvu nnn cos2  

គគទាញ 
a

aaa
x

nn

n
cos2

sincoscos
1




 

           
2

sincos aa
x

nn

n


   ។ 

គ ើយ ayvu nnn sin2  

គគទាញ 
a

aaa
y

nn

n
sin2

sincoscos
1




  ។ 
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លហំាត់ទី៨៤ 

គគយក , ,a b c  ជាចំនួនពតិននចគ ល ោះ  0 ,1  ។  

ចូរបង្វា ញថា (1 )(1 )(1 ) 1abc a b c       

 

ដំក ោះត្ាយ 

ចំគ ោះរគបច់ំនួនពតិ z,y,x  ននចគ ល ោះ )
2

,0(


  

គគយក zcosc,ycosb,xcosa
222   

វសិមភាពសមមលូ 1zsinysinxsinzcosycosxcos     

គោយ )
2
,0(z


  គគមាន 1zcos  និង 1zsin  

គគទាញ ycosxcoszcosycosxcos  និង ysinxsinzsinysinxsin  

 ឱំ្យ ysinxsinycosxcoszsinysinxsinzcosycosxcos   

       )yxcos(zsinysinxsinzcosycosxcos   

គោយ 1)yxcos(  គ ោះ 1zsinysinxsinzcosycosxcos    ពិត 

ែូចគនោះ 1)c1)(b1)(a1(abc    ។ 
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លហំាត់ទី៨៦ 

គគឱ្យ C;B;A  ជាមុរំសួចកនុងរបស់រតគីោណ ABC មយួ ។ 
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បង្វា ញថា   3
)31()Ctan1)(Btan1)(Atan1(     
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លហំាត់ទី៨៨ 
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2
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2
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2

A
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តាមរទសឹតីបទសីុនូស ៖ 
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222   គោយ 

2

A
sin21Acos

2  

)
2

A
sin21(bc2cba
2222   

គគទាញ 
bc4

)cba)(cba(

bc4

)cb(a

2

A
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2 




  
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bc4

)b2p2)(c2p2( 



  

 ឱំ្យ 
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2

A
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
  

រាយែូចគ្នន ដែរ ៖ 
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2

C
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B
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
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គគបាន ៖ 

abc

)cp)(bp)(ap(4
1CcosBcosAcos

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គោយ )cp)(bp)(ap(p
R4
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គគទាញ 












SR4abc
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p
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p

S
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2

 

 ឱំ្យ 
R4

r

abc

)cp)(bp)(ap(

  

ែូចគនោះ 
R

r
1CcosBcosAcos   

ខ. គបើ ABC ជារតគីោណដកងគ ោះចូររាយថា r)12(R    

ឧបមាថា ABC ជារតគីោណដកងរតង ់A  គ ោះ C
2

B;
2

A 




  

គោយ 
R

r
1CcosBcosAcos   

គគបាន 
R

r
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2
cos0 










  
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R
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R
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



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
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
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
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4
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







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R

r
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 ឱំ្យ r)12(
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r
R 

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លហំាត់ទី៩១ 

គគឱ្យរតគីោណ ABC មយួមានរជងុ c,b,a   ។  តាង r  និង R   

គរៀងគ្នន ជាោរំងវងច់ារកឹកនុង និង ោរំងវងច់ារកឹគរៅនន ABC  ។ 

ក. ចូរាយថា  
R

pr2
CcoscbosBAcosa   

                    
abc2

cba

c

Ccos

b

Bcos

a

Acos
222

  

                    
R

r
1CcosBcosAcos    

ដែល 
2

cba
p


  ជាកនលោះបរមិារតននរតីគោណ ។ 

ខ. ទាញបញ្ជជ កថ់ា 2222
)rR(4cba    ( , ,A B Cជាមុរំសួច) 

  

ដំក ោះត្ាយ 

ក. រាយថា  
R

pr2
CcoscbosBAcosa 
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2

1
BAC  (មុផំចិត នងិ មុចំារកឹកនុងរងវង ់) 

កនុងរតគីោណដកង OKB គគមាន 
R
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OB
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BOKcos   

គគទាញ AcosRBOKcosROK  ។ 

រាយែូចគ្នន ដែរ CcosROM,BcosROL  

តាង S  ជានផទរកឡាននរតគីោណ ABC គ ោះគគបាន ៖ 

OABOCAOBCSSSS     
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2

1
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2

1
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2

1
AcosRa

2

1
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2

1
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1
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
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ែូចគនោះ  
R

pr2
CcoscBcosbAcosa   ។ 

តាមរទឹសតីបទកូសីុនូសគគមាន Acosbc2cba
222   

គគទាញ 
abc2

acb

a

Acos
222 

   ។   

រាយែូចគ្នន ដែរគគបាន ៖ 

abc2

bca

b

Bcos
222 

  និង 
abc2

cba

c

Ccos
222 

  

ែូចគនោះ 
abc2

cba

c

Ccos

b

Bcos

a

Acos
222

  ។ 

ម៉ាាងគទៀតគគមាន ៖ 
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abc2

)cba(2)cba)(cba(
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ab2

cba

ac2

bac

bc2
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CcosBcosAcos

333222

333222222

222222222
















 

តាមរបូមនតគ រ ៉ាងុគគមាន pr)cp)(bp)(ap(p   

គលើកអងគទាងំពរីជាោគរគគបាន ៖ 
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គគបាន 233
prRpr4p)cabcab(p2p   

គគទាញ rR4rpcabcab
22  

គោយ )cabcab(2cba)cba(
2222   

គគបាន  )rR4rp(2p4cba
222222   

ឬ        )rR4rp(2cba
22222   

គ ើយ )cabcabcba)(cba(abc3cba
222333   

គគទាញបាន )Rpr6pr3p(2cba
23323   

ទំ កទ់ំនង (*)  អាចសរគសរ  ៖ 
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ែូចគនោះ 
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ខ. ទាញបញ្ជជ កថ់ា 2222
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b
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a
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y 221    គគបាន ៖ 
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cba
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cba
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
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
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

 

ែូចគនោះ 2222
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លហំាត់ទី៩២ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួ ។ 

ចូររាយថា 1
cos cos cos

8
A B C   ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 1
cos cos cos

8
A B C     

តាង , ,BC a AC b AB c    ។  

តាមរទឹសតីបទកូសីុនូស   
2 2 2 2 2 2

cos , cos
2 2

b c a c a b
A B

bc ca

   
   

និង  
2 2 2
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2

a b c
C
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 
  ។ 

គគបាន 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( )( )
cos cos cos

8

b c a c a b a b c
A B C

a b c

     
  

តាង 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

x b c a

y c a b

z a b c

   


  


  

  គ ោះ 
2

2

2

2

2

2

x y c

y z a

z x b

  


 

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គគបាន cos cos cos
( )( )( )

xyz
A B C

x y y z z x


  
   

តាមវសិមភាព AM GM  គគមាន   
2

2

2

x y xy

y z yz

z x zx

  


 


 

   

 ឲំ្យ   ( )( )( ) 2 .2 .2 8x y y z z x xy yz zx xyz      

គគទាញ 1
cos cos cos

( )( )( ) 8

xyz
A B C

x y y z z x
 

  
   

ែូចគនោះ  1
cos cos cos

8
A B C    ។ 
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លហំាត់ទី៩៣ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួ ។ 

ចូររាយថា 3
cos cos cos

2
A B C      ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 3
cos cos cos

2
A B C    

តាង cos cos cosy A B C    

          

2

2

2

2

2

2

2

1 2sin 2cos cos
2 2 2

1 2sin 2cos cos
2 2 2 2

1 2sin 2cos sin
2 2 2

1 1
1 2 sin cos cos

2 2 2 2 2

3 1 1
2 sin cos sin

2 2 2 2 4 2

A B C B C

A A B C

A B C A

A B C B C

A B C B C



 
  

 
    

 


  

  
    

 

   
     

     
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គោយ 
2

21 1
sin cos sin 0

2 2 2 4 2

A B C B C  
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 
 

គគទាញ 
2

23 1 1 3
2 sin cos sin

2 2 2 2 4 2 2

A B C B C
y

   
      

   

 

ែូចគនោះ   3
cos cos cos

2
A B C      ។ 

សមាគ ល ់៖ 

គគអាចរាយថា cos cos cos 1
r

A B C
R

        

ដែល r  ជាោរំងវងច់ារកឹកនុង និង R  ជាោរំងវងច់ារកឹគរៅននរតគីោណ 

តាមវសិមភាពEuler  គគមាន 2R r   ឬ 1

2

r

R
  

គគបាន 1 3
cos cos cos 1 1

2 2

r
A B C

R
          ។ 
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លហំាត់ទី៩៤ 

គគឲ្យ , ,x y z  ជាបីចំនួនពតិននចគ ល ោះ 0,
2

 
 
 

  ។  

ចូររាយថា  tan tan tan 3tan
3

x y z
x y z

  
    

 
 ។ 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា  tan tan tan 3tan
3

x y z
x y z

  
    

 
  

sin sin
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cos cos

x y
x y

x y
      

                
2

sin cos sin cos sin( )

cos cos cos cos
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x y y x x y

x y x y

x y x y x y
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x y x y
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 

  
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   
 

 

គោយ 2 1 cos( ) 1 cos cos sin sin
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2 2 2

x y x y x y x y    
    

ឧបមាថា  
2

cos
2 1

cos cos

x y

x y



   សមមូល 2
cos cos cos

2

x y
x y


  
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សមមូល  1 cos cos sin sin
cos cos

2

x y x y
x y

 
   

សមមូល 1 cos cos sin sin 2cos cosx y x y x y    

សមមូល cos cos sin sin cos( ) 1x y x y x y      ពតិ 

គគទាញបាន tan tan 2 tan (1)
2

x y
x y

 
   

 
 

43tan tan 2tan 2tan (2)
3 2 6

x y z
z

x y z x y z
z

  
       

      
    

 

   បូកវសិមភាព (1) និង (2) គគបាន ៖ 

3
tan tan tan tan 2 tan tan

3 2 6

x y z x y x y z
x y z

          
          

      
  

គោយ 3
tan tan 2tan

2 6 3

x y x y z x y z         
      

     
 

គគបាន tan tan tan tan 4tan
3 3

x y z x y z
x y z

      
      

   
  

ែូចគនោះ  tan tan tan 3tan
3

x y z
x y z

  
    

 
 ។ 
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លហំាត់ទី៩៥ 

រតគីោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។  

ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  4 3bc ca ab S     ? 

(Sជានផទរកលាននរតគីោណ )។ 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយបញ្ជជ កថ់ា  4 3bc ca ab S     

គគមាន 1 1 1
sin sin sin

2 2 2
S bc A ac B ab C    

គគទាញ 2 2
,

sin sin

S S
bc ca

A B
    និង 2

sin

S
ab

C
  

គគបាន  
1 1 1

2 1
sin sin sin

bc ca ab S
A B C

 
     

 
 

តាងអនុគមន ៍ 1
( )

sin
f x

x
   ដែល  0 ,x   

គគមាន 
2 2

(sin )' cos
'( )

sin sin

x x
f x

x x
     

គ ើយ 
2 2 2

4 3

(cos )'sin (sin )'cos 1 cos
''( ) 0

sin sin

x x x x x
f x

x x

 
     
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តាមវសិមភាព Jensen  គគបាន  ៖ 

( ) ( ) ( ) 3 3
3 3

A B C
f A f B f C f f

    
      

   
 

គោយ 1 1 1
( ) ( ) ( )

sin sin sin
f A f B f C

A B C
       

គ ើយ 1 1 2 3

3 33sin
3 2

f




 
   

 
 

គគបាន 1 1 1
2 3 (2)

sin sin sinA B C
    

តាម (1) នងិ (2) គគបាន 4 3bc ca ab S     ។ 

ែូចគនោះ 4 3bc ca ab S     ។ 
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លហំាត់ទី៩៦ 

រតគីោណ ABC  មយួមានរជុង , ,a b c  ។ ចូររាយបញ្ជជ កថ់ា  

 2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 4 3a b c b c c a a b S           ? 

(Sជានផទរកលាននរតគីោណ )។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

តាមរទឹសតីបទកូសីុនូសគគមាន ៖ 

2 2 2 2
2 cos ( ) 2 (1 cos )a b c bc A b c bc A        

2 2 2
( ) 4 sin

2

A
a b c bc   (1)  

គគមាន 1
sin sin cos

2 2 2

A A
S bc A bc   

គគទាញ (2)

sin cos
2 2

S
bc

A A
  

យក (2) ជួសកនុង (1) គគបាន ៖ 
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2 2 2 2
( ) 4 sin ( ) 4 tan (1)

2 2
sin cos

2 2

S A A
a b c b c S

A A
         

រាយែូចគ្នន  2 2
( ) 4 tan (2)

2

B
b c a S    

និង 2 2
( ) 4 tan (3)

2

C
c a b S     ។ 

បូកសមភាព (1) , (2) និង (3) គគបាន ៖ 

2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 4 . (4)a b c b c c a a b S T          

ដែល tan tan tan
2 2 2

A B C
T      ។ 

តាងអនុគមន ៍ ( ) tanf x x   ដែល  0
2

x


   

គគបាន   2

2

1
'( ) tan ' 1 tan

cos
f x x x

x
     

គ ើយ 2
''( ) 2(tan )'tan 2tan (1 tan ) 0f x x x x x     

តាមវសិមភាព Jensen  គគបាន  ៖ 

( ) ( ) ( ) 3 3
2 2 2 6 6

A B C A B C
f f f f f

    
      

   
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គោយ ( ) ( ) ( ) tan tan tan
2 2 2 2 2 2

A B C A B C
f f f      

និង 3
tan

6 6 3
f

  
  

 
 

គគបាន 3
tan tan tan 3 3 (5)

2 2 2 3

A B C
T

 
     

 
   

តាម (4) នងិ (5) គគបាន ៖ 

2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 4 3a b c b c c a a b S           ពតិ។ 
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លហំាត់ទី៩៨ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមាននផទរកលា S  ។ , ,AK BL CMជាកនលោះ 

ប ទ តពុ់ោះកនុងននមុ ំ , ,A B C  គរៀងគ្នន  ។  

ចូររាយថា 
2 2 2

3 3
AK BL CM

S

 
   ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយបញ្ជជ កថ់ា  
2 2 2

3 3
AK BL CM

S

 
     
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តាង , ,BC a AC b AB c    ជារជុងននរតគីោណ ។ 

គគមាន 
ABC ABK AKC

S S S    គោយ 

1
sin

2

1
. sin

2 2

1
. sin

2 2

ABC

AKC

AKC

S bc A

A
S c AK

A
S AK b














 

គគបាន   1 1 1
sin . sin . sin

2 2 2 2 2

A A
bc A c AK b AK   

            sin ( ) .sin
2

A
bc A b c AK   

គគទាញ sin 2
. .cos

2
sin

2

bc A bc A
AK

Ab c b c
 

 
  

គោយ ( )
cos

2

A p p a

bc


   ដែល 

2

a b c
p

 
  

គគបាន 2 ( )
.

bc p p a
AK

b c bc





 

គលើកជាោគរ 2

2 2

4 ( ) ( )( )

( ) ( )

bcp p a bc b c a b c a
AK

b c b c

    
 

 
 

                         
2 2 2

2 2

( )

( ) ( )

bc b c a a bc
bc

b c b c

   
  

 
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គោយ 2b c bc    គ ោះ 
2

1

( ) 4

bc

b c



 

គគទាញបាន 
2

2
(1)

4

a
AK bc   

រាយែូចគ្នន ដែរ 
2

2
(2)

4

b
BL ca   និង 

2
2

(3)
4

c
CM ab   

បូកវសិមភាព (1),(2)  និង (3)  គគបាន ៖ 
2 2 2

2 2 2
(4)

4

a b c
AK BL CM bc ca ab

 
       

គគមាន 4 3 (5)bc ca ab S    (គមើលលំហាតទ់ី៩៥) 

គ ើយ 2 2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) 4 3a b c b c c a a b S          

ឬ   2 2 2
2( ) 4 3 (6)a b c ab bc ca S      (គមើលលំហាត ់៩៦) 

តាម (4) នងិ (6) គគទាញបាន ៖ 

2 2 2
3 (7)

2

bc ca ab
AK BL CM S

 
      

តាម(5) និង (7) ៖  2 2 2 4 3
3 3 3

2

S
AK BL CM S S       

ែូចគនោះ   
2 2 2

3 3
AK BL CM

S

 
    ។ 
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លហំាត់ទី៩៨ 

គគឱ្យ c;b;a  ជាបចីំនួនពតិវជិជមាន ។ ចូររាយថា  ៖  

)cabcab(9)2c)(2b)(2a(
222    

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា  ៖  

)1()cabcab(9)2c)(2b)(2a(
222   

គរជើសគរ ើស [
2
;0]C,B,A


   ដែល 














Ctan2c

Btan2b

Atan2a

 

គគបាន 





















Ccos

2
)Ctan1(22c

Bcos

2
)Btan1(22b

Acos

2
)Atan1(22a

2

22

2

22

2

22

 

 ឱំ្យ 
CcosBcosAcos

8
)2c)(2b)(2a(

222

222   
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តាង  cabcabT    

       )AtanCtanCtanBtanBtanA(tan2T   

CcosBcosAcos

])CBAcos(CcosBcosAcos[2

CcosBcosAcos

)BcosAsinCsinAcosCsinBsinCcosBsinA(sin2
T







 

វសិមភាព )1(  សមមលូនឹង  ៖  

CcosBcosAcos

)]CBAcos(CcosBcosA[cos18

CcosBcosAcos

8
222


  

គគទាញបាន  ៖  

 
9

4
)CBAcos(CcosBcosAcosCcosBcosAcos   

តាង 
3

CBA 
  ។  

តាមវសិមភាព GMAM  និង Jensen  គយើងបាន  ៖  








 
 3

3

cos
3

CcosBcosAcos
CcosBcosAcos  

គគទាញ 
9

4
)3cos(coscos

33   
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គោយ  cos3cos43cos
3  

គគបាន 
9

4
)cos3cos3(cos

33   

                   
27

4
)cos1(cos

24    

តាមវសិមភាព GMAM  គគបាន  ៖  
3

2
22

2
22

3

cos1
2

cos

2

cos

)cos1.(
2

cos
.

2

cos

























  

 ឱំ្យ 
27

4
)cos1(cos

24   ពតិ ។ 

ែូចគនោះ  )cabcab(9)2c)(2b)(2a(
222    ពតិ។ 
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លហំាត់ទី៩៩(MOSP 2000) 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុងជាមុរំសួច ។ ចូរបង្វា ញថា ៖ 
2 2 2

cos cos cos
8cos cos cos 4

cos cos cos

     
        

     

A B C
A B C

B C A
   

 

ដំក ោះត្ាយ 

បង្វា ញថា ៖ 
2 2 2

cos cos cos
8cos cos cos 4

cos cos cos

     
        

     

A B C
A B C

B C A
    

ជាែំបងូគយើងរតូវរាយឲ្យគឃើញថា ៖ 

2 2 2
4 8cos cos cos 4(cos cos cos )   A B C A B C  

គគមាន 2 1 cos2
cos

2

A
A


  និង 2 1 cos2

cos
2

B
B


  

គគបាន 2 2 cos2 cos2
cos cos 1

2

A B
A B


    

គោយ cos2 cos2 2cos( )cos( )A B A B A B     
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                               2cos( )cos( )

2cos cos( )

C A B

C A B

  

  
 

គ ោះ 2 2
cos cos 1 cos cos( )A B C A B     

     2 2 2 2
cos cos cos 1 cos cos( ) cosA B C C A B C        

     
 

 

2 2 2
cos cos cos 1 cos cos( ) cos

1 cos cos( ) cos( )

1 2cos cos cos

A B C C A B C

C A B A B

A B C

     

    

 

 

ែូចគនោះ 2 2 2
4(cos cos cos ) 4 8cos cos cosA B C A B C       

គ ោះវសិមភាពសមមូល 
2 2 2

2 2 2cos cos cos
4(cos cos cos )

cos cos cos

     
         

     

A B C
A B C

B C A
  

តាង cos , cos , cosu A v B w C    គ ោះវសិមភាពគៅជា ៖ 

 
2 2 2

2 2 2
4 (*)

u v w
u v v

v w u

     
         

     
   

តាមវសិមភាព AM GM  គគមាន ៖ 
2 2 2 4 2

3

2 2 3 2 2 2

3
3

u u v u u

v v w v w u v w

     
        

     
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គគទាញ  
2 2 2

3 2 2 2

3
2 1

u v u

v w u v w

   
    

   
  

រាយែូចគ្នន ដែរ  
2 2 2

3 2 2 2

3
2 2

v w v

w u u v w

   
    

   
  

និង   
2 2 2

3 2 2 2

3
2 3

w u w

u v u v w

   
    

   
 ។  

គធវើផលបកូវសិមភាព (1),(2)  និង (3)  គគបាន  

 
2 2 2

2 2 2

3 2 2

3
3

u v w
u v v

v w u u v w


      
          

       

  

 
2 2 2

2 2 2

3 2 2 2

1u v w
u v v

v w u u v w

     
         

     
  ។ 

គែើមបរីាយថា (*)  ពតិគគរតូវរាយថា 
3 2 2 2

1
4

u v w
  

ឬ 1

8
uvw    ឬ  1

cos cos cos
8

A B C   ។ 

តាង , ,BC a AC b AB c    ។  

តាមរទឹសតីបទកូសីុនូស   
2 2 2 2 2 2

cos , cos
2 2

b c a c a b
A B

bc ca

   
   
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និង  
2 2 2

cos
2

a b c
C

ab

 
  ។ 

គគបាន 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( )( )
cos cos cos

8

b c a c a b a b c
A B C

a b c

     
  

តាង 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

x b c a

y c a b

z a b c

   


  


  

  គ ោះ 
2

2

2

2

2

2

x y c

y z a

z x b

  


 


 

 

គគបាន cos cos cos
( )( )( )

xyz
A B C

x y y z z x


  
   

តាមវសិមភាព AM GM  គគមាន   
2

2

2

x y xy

y z yz

z x zx

  


 


 

   

 ឲំ្យ   ( )( )( ) 2 .2 .2 8x y y z z x xy yz zx xyz      

គគទាញ 1
cos cos cos

( )( )( ) 8

xyz
A B C

x y y z z x
 

  
  ពតិ 

ែូចគនោះ  
2 2 2

cos cos cos
8cos cos cos 4

cos cos cos

     
        

     

A B C
A B C

B C A
   ។ 
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លហំាត់ទី១០០ 

គគឲ្យរតគីោណ ABC  មយួមានមុកំនុងជាមុរំសួច ។ ចូរបង្វា ញថា៖ 

3 3 3
cot cot cot 6cot cot cot cot cot cotA B C A B C A B C       

 

ដំក ោះត្ាយ 

បង្វា ញថា៖ 

3 3 3
cot cot cot 6cot cot cot cot cot cotA B C A B C A B C        

តាង 
cot cot cot

cot cot cot cot cot cot

cot cot cot

p A B C

q A B B C C A

r A B C

  


  
 

 

គោយ A B C     គ ោះ cot( ) cot( )A B c    

ឬ   cot cot 1
cot

cot cot

A B
C

A B


 


  

ឬ  cot cot cot cot cot cot 1A B B C C A    គ ោះ 1q   ។ 

មាន 3 3 3 3
( ) 3( )( ) 3x y z x y z x y z xy yz zx xyz             
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ឬ 3 3 3 3
6 ( ) 3( )( ) 9x y z xyz x y z x y z xy yz zx xyz              

គ ោះវសិមភាពដែលរតូវរាយសមមូល 3
3 9p pq r p    

ឬ 3
4 9 0p pq r    គរ ោះ 1q    ។ 

តាមវសិមភាព Schur  រគប ់ , , 0x y z   និង 0r  គគមាន ៖ 

( )( ) 0
r

cyc

x x y x z    ។  យក 1r   និង 
cot

cot

cot

x A

y B

z C





 

 

គគបាន 3
( )( ) 4 9 0

cyc

x x y x z p pq r       ពតិ 

ែូចគនោះ 

 3 3 3
cot cot cot 6cot cot cot cot cot cotA B C A B C A B C        
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លហំាត់ទី១០១ 

ចំគ ោះរគបរ់តគីោណ ABC  ចូររាយថា 2
cos

2

B C r

R


   

ដែល rជាោរំងវងច់ារកឹកនុង និងRជាោរំងវងច់ារកឹគរៅ ABC ។ 

 

ដំក ោះត្ាយ 

រាយថា 2
cos

2

B C r

R


  

គគមាន cos cos cos sin sin
2 2 2 2 2

B C B C B C
   

គោយ ( ) ( )
cos , cos

2 2

B p p b C p p c

ac ab

 
   

 និង    ( )( ) ( )( )
sin ,sin

2 2

B p a p c C p a p b

ac ab

   
   

ដែល , ,a b c  ជារជុងរតគីោណ និង 
2

a b c
p

 
 ជាកនលោះបរមិារត 

គគបាន ( )( ) ( )( )
cos

2

B C p p b p c p a p b p c

a bc a bc

     
   
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2 ( )( )
cos sin

2 2

B C p a p b p c b c A

a bc a

    
   

រកឡានផទននរតគីោណ ABC  គឺ 1
sin

2 4

abc
S bc A pr

R
    

គគទាញ sin
2

bc A
r

p
   និង 

2sin

a
R

A
  គ ោះ 

2
2 2 sinr bc A

R ap
  

គយើងរតូវរាយថា 
2

2 sin
sin

2

b c A bc A

a ap


  

ឬ  
2 2

2 2
2

2

8 sin cos
( ) 2 sin 2 2sin

2

A A
bc

b c A bc A

a ap ap


   

សមមូល 2 28 8 ( )
( ) cos . 8 ( )

2

abc A abc p p a
b c a p a

p p bc


      

សមមូល 2 2
( ) 4 ( ) 4 ( ) 4b c a b c a a b c a        

សមមូល 2 2 2
( ) 4 ( ) 4 ( 2 ) 0b c a b c a b c a         ពតិ 

ែូចគនោះ 2
cos

2

B C r

R


   ។ 

 

 



102 លហំាត់អនុគមន៍ត្តីកោណមាត្តកត្រើសករ ើស 
 

 

 

រ ៀបរ ៀងរោយ លមឹ ផលគនុ Page 233 

 

 លហំាត់ទី១០២ 

ចំគ ោះរគបរ់តគីោណ ABC  ចូររាយថា ៖ 

2 2 2
4(sin sin sin ) cos cos cos 4

2 2 2 2 2 2

A B C A B B C C A  
      

   

ដំក ោះត្ាយ 

រាយបញ្ជជ កថ់ា ៖ 

2 2 2
4(sin sin sin ) cos cos cos 4 (*)

2 2 2 2 2 2

A B C A B B C C A  
      

តាមរបូមនត 2 1 cos
sin

2 2

 
  គគបាន ៖ 

2 2 2 3 cos cos cos
sin sin sin (1)

2 2 2 2 2

A B C A B C 
     

គគមាន 
2

BA
cos

2

BA
cos2BcosAcos


  

គោយ 
2

C
sin

2

C

2
cos

2

BA
cos 












  

និង   
2

C
sin21Ccos

2   គគបាន ៖ 
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2

C
sin2

2

BA
cos
2

C
sin21CcosBcosAcos

2


  

                                    

2

C
sin

2

B
sin

2

A
sin41

2

BA
cos

2

BA
cos

2

C
sin21

2

C
sin

2

BA
cos

2

C
sin21










 


















     

cos cos cos 1 4sin sin sin (2)
2 2 2

A B C
A B C   

 
យក (2) ជួសកនុង (1) គគបាន ៖ 

2 2 2
sin sin sin 1 2sin sin sin

2 2 2 2 2 2

A B C A B C
     

វសិមភាព (*)  សមមលូ ៖ 

cos cos cos 8sin sin sin
2 2 2 2 2 2

A B B C C A A B C  
    

គគមាន cos cos cos sin sin
2 2 2 2 2

B C B C B C
   

គោយ ( ) ( )
cos , cos

2 2

B p p b C p p c

ac ab

 
   
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 និង    ( )( ) ( )( )
sin ,sin

2 2

B p a p c C p a p b

ac ab

   
   

ដែល , ,a b c  ជារជុងរតគីោណ និង 
2

a b c
p

 
 ជាកនលោះបរមិារត 

គគបាន ( )( ) ( )( )
cos

2

B C p p b p c p a p b p c

a bc a bc

     
   

2 ( )( )
cos sin

2 2

B C p a p b p c b c A

a bc a

    
   

ែូចគ្នន ដែរ cos sin
2 2 2

C A c a B 
  និង cos sin

2 2 2

A B a b C 
  

គគបាន ៖ 

( )( )( )
cos cos cos sin sin sin

2 2 2 2 2 2

A B B C C A a b b c c a A B C

abc

     
   

គោយ ( )( )( ) 2 .2 .2 8a b b c c a ab bc ca abc      

គគទាញcos cos cos 8sin sin sin
2 2 2 2 2 2

A B B C C A A B C  
  ពិត 

ែូចគនោះ  

2 2 2
4(sin sin sin ) cos cos cos 4 (*)

2 2 2 2 2 2

A B C A B B C C A  
      

 
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